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Resumo

O presente trabalho apresenta uma solugao analitica para a equacao de difusao-adveccao
considerando o modelo evolutivo bi-fluxo, combinando o método de He-Laplace com a de-
rivada de Caputo por possuir transformada de Laplace conhecida. Logo a equagao pode
ser resolvida em termos de He-Laplace, com a generalizacao da solucao analitica desta
equagao se obtém a funcao de Mittag - Laffler. O método de He-Laplace ¢ o método de
decomposi¢ao combinado com os polindémios de He, método poderoso que possibilita uma
convergéncia com poucas interagoes. Ao identificar a solugao analitica sera utilizada para
determinar e predizer resultados de concentracao de poluentes, por tltimo comparados

com dados experimentais oriundos do experimento de Copenhagen.

Palavras-chave: Transformada de Laplace; homotopia; equacao de difusao-adveccao;

derivada fracionéria.



Abstract

The present work presents an analytical solution for the diffusion-advection equation
considering the evolutionary bi-flow model, combining the He-Laplace method with the
Caputo derivative by having a known Laplace transform. Then the equation can be solved
in terms of He-Laplace, with the generalization of the analytic solution of this equation we
obtain the Mittag-Laffler function. The He-Laplace method is the decomposition method
combined with the He polynomials, a powerful method that allows a convergence with
few interactions. When identifying the analytical solution will be used to determine and
predict pollutant concentration results, lastly compared with experimental data from the

Copenhagen experiment.

Keywords: Laplace transform; homotopy; diffusion-advection equation; fractional deri-

vative.
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Introducao

A presente pesquisa intitulada "Uma solugao analitica da equacgao de difusao-adveccao
fracionéria considerando a Lei de Fick modificada"visa obter uma solucao analitica da
equacao de difusao-advecgao fracionaria considerando a Lei de Fick modificada através
do método da decomposigao de Laplace (HE et al., 2008). De inicio convém mencionar
que a investigacao da dispersao de poluentes na atmosfera é uma atividade de fundamen-
tal importancia para protecao da qualidade do ar. Nas tltimas décadas, a dispersao de
poluentes na atmosfera tornou-se assunto de grande relevancia para a comunidade cienti-
fica devido ao aumento das emissoes de poluentes ocasionadas pelo crescimento das areas
urbanas e industriais. Além disso, outro fator decisivo que tem levado ao estudo sistema-
tico da dispersao de poluentes na atmosfera é a localizacao dos grandes centros urbanos
e industriais. Em geral, estes centros estao localizados em regioes bastantes heterogéneas
em termos de relevo, tipos de solo e ocupacao. Estas especificidades tornam mais difi-
cil a caracterizacao da dispersao de contaminantes. O calculo da dispersao de poluentes
leva em consideracgao diversos fatores, sendo os mais importantes: a velocidade média do
vento, direcao do vento, grau de estabilidade da atmosfera, temperatura da atmosfera,
relevo, caracteristicas das fontes poluidoras e dos gases emitidos. Portanto, a dispersao
de poluentes na atmosfera é um processo extremamente complexo. Isto é devido ao fato
que os escoamentos na baixa atmosfera, na chamada Camada Limite Planetaria (CLP),
sao governados pela turbuléncia, cuja fisica ainda permanece longe de ser completamente
compreendida.

Os modelos para o calculo da dispersao de poluentes devem ser capazes de simular em
detalhes, os efeitos da turbuléncia para obtencao de previsoes confidveis da concentra-
¢ao de contaminantes. A dispersao de poluentes na CLP tem chamado a atengao de
pesquisadores de muitas formas. Alguns tém trabalhado com o foco no impacto ambi-
ental e analise de riscos, outros tém trabalhado nos varios aspectos da modelagem tais
como: condigoes meteorologicas, mecanismos de dispersao, mecanismos de remocao, ca-
racteristicas topograficas dentre outros. Invariavelmente, a modelagem matematica tem
sido o caso de muitos destes estudos, de forma que a sua importancia é bem conhecida
na comunidade cientifica (ZANNETTI, 1990), (LIN; HILDEMANN;, 1997), (ARYA et al.,
1999). Neste sentido, existem vérias aproximagoes que tém sido efetivamente usadas para

avaliar a dispersao de poluentes atmosféricos com a obtencao da solugao da equacgao de
difusao-advecgao (YEH; HUANG, 1975) (ARYA, 2003).

Apesar da equacao de difusao-advecgao (teoria K ou Lei de Fick) ser uma equacgao linear

em determinados casos, ela ainda é um problema em aberto na literatura, pois nao possui
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solucao analitica quando os parametros fisicos envolvidos sao dependentes de todas as
varidveis espaciais e do tempo. A maneira mais utilizada de solucionar o problema de
fechamento da equagao de difusao-advecgao esté baseada na hipotese de transporte por
gradiente (teoria K) que, em analogia com a difusdo molecular, assume que o fluxo tur-

bulento de concentragao é proporcional & magnitude do gradiente de concentracao média.

A simplicidade da teoria K de difusao turbulenta tem levado a utilizacao desta teoria
como base matematica para simulagao da dispersao de poluentes na CLP. Apesar de bem
conhecidos os seus limites, a teoria K é largamente utilizada em muitas condi¢oes atmos-
féricas porque descreve o transporte difusivo de forma Euleriana, onde quase todas as
medidas sao FEulerianas, produzindo resultados que concordam com dados experimentais
tao bem quanto qualquer modelo mais complexo, além de nao exigir computacionalmente
tanto quanto os modelos de ordem superior. Um problema tipico com a equagao de difu-
sao turbulenta é a busca de solucoes correspondentes as fontes de poluicao instanténeas

e continuas.

Neste trabalho, diferentemente do modo tradicional, utiliza-se uma equagao considerando-
se 0 modelo evolutivo bi-fluxo (BEVILACQUA et al., 2016), o qual apresenta a Lei de
Fick modificada. Desta forma, esta equacao leva em conta o processo bi-fluxo, que con-
siste no fluxo simultaneo de dois conjuntos de particulas espalhadas com duas velocidades
distintas. O primeiro conjunto obedece & Lei cléssica de Fick, o chamado fluxo primario,
enquanto o segundo, denominado de fluxo secundario, segue uma nova lei, chamada de
retencao. Neste trabalho, pela primeira vez, uma solugao da equagao resultante desta me-
todologia serda empregada também para o estudo da dispersao de poluentes atmosféricos,

tendo em vista que a grande maioria dos trabalhos usam somente a lei de Fick tradicional.

Entretanto, a presenca de nao linearidades e a existéncia de discrepancias muito gran-
des de escalas temporais e espaciais complicam a selecao e a implementacao de técnicas
de solucao satisfatorias. Desta forma, as solucoes analiticas sao normalmente obtidas
somente fazendo-se suposigoes particulares sobre os coeficientes de difusao (valores cons-
tantes). Estas solugoes, em geral, fornecem apenas uma boa descrigao qualitativa do
processo de difusao na CLP. Nas solucoes analiticas, sendo os parametros que influenciam
explicitamente expressos em uma forma matemaética fechada, geralmente permitem uma
analise profunda da sensibilidade dos pardmetros sobre o modelo. Além disso, codigos
computacionais baseados em expressoes analiticas, nao necessitam de grandes recursos
computacionais. Apesar de que para lidar com situacoes reais é necessario usar um mé-
todo numeérico, ¢é 1til examinar primeiramente as possiveis solu¢oes analiticas para obter
um quadro conhecido e teste de solugoes. Portanto, as solugoes analiticas sao tteis para
uma variedade de aplicagoes, tais como: o fornecimento de analises aproximadas de cena-
rios alternativos de poluicao; a realizacao de analises de sensibilidade para investigar os

efeitos de varios parametros ou processos envolvidos no transporte de contaminantes; a




Capitulo Um 1.1. Defini¢ao do problema

extrapolagao para grandes tempos e distancias, onde as solugoes numéricas podem ser im-
praticaveis, servindo como solugoes de referéncia para processos de transporte complexos

que nao podem ser resolvidos exatamente; e para validar solugoes numéricas.

A dispersao de poluentes esté sujeita a turbuléncia atmosférica e, como consequéncia,
o fenémeno de difusao anémala surge naturalmente. Ao contrario da difusao comum,
em que o deslocamento quadratico médio aumenta linearmente com o tempo, na difu-
sao andmala o deslocamento quadratico médio nao é linear. Nesse sentido, as equacoes
diferenciais tradicionais (ordem inteira) nao descrevem adequadamente o problema da di-
fusao turbulenta, pois as derivadas usuais nao sao bem definidas no comportamento nao
diferenciavel introduzido pela turbuléncia. Consequentemente, espera-se que as equagoes
classicas de difusao-advecgao nao expliquem completamente a difusao anémala de poluen-
tes, pois neste caso os parametros do sistema geralmente crescem mais rapidamente que
as solucoes obtidas pelos modelos classicos. Portanto, as equagoes de difusao fracionaria
representam extensoes de equagoes bésicas da fisica matematica e foram explicitamente
introduzidas na fisica por (NIGMATULLIN, 1986) para descrever a difusdo em meios com
geometria fractal (tipos especiais de meios porosos). Normalmente, os métodos analiticos
usados para resolver essas equacoes tém aplicacoes muito restritas e as técnicas numeéricas
comumente usadas dao origem a erros. Cabe ressaltar que o calculo fracionario apresenta
algumas diferencas com o calculo tradicional, entre elas a regra da cadeia e derivada do
produto.

Portanto, a proposta deste trabalho é a obtencao de uma solucao analitica desta nova
equacao, a qual considera o modelo evolutivo bi-fluxo e derivadas fracionérias, utilizando-
se o método da decomposigao por Laplace (HE, 1999).

1.1 Definicao do problema

A descricao matematica do problema de dispersao atmosférica é um assunto de grande
interesse na comunidade cientifica. As solugoes analiticas encontradas na literatura sao
basicamente para problemas lineares e que obedecem a Lei de Fick tradicional, e equacoes
diferenciais de ordem inteira. A metodologia empregada neste projeto pode ser utilizada
para resolver equacoes nao-lineares e equagoes de ordem fracionaria, sendo, portanto, um

método mais geral.
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1.2 Objetivo

Obter uma solucao analitica da equacao de difusao-adveccgao fracionaria com a Lei de Fick
modificada através do método da decomposigao por Laplace (HE et al., 2008) e comparar

os resultados simulados com dados experimentais da literatura.

1.2.1 Objetivos especificos

a) Obter uma nova soluc¢ao da equagao de difusdo-advec¢ao modificada
b) Implementar computacionalmente a solugao obtida pelo software Wolfram Alpha

c¢) Comparar os resultados obtidos das simulagoes com dados experimentais provenientes
da literatura.

1.3 Aspectos metodolégicos

A literatura apresenta muitas solugoes analiticas para a equacao de difusao-advecgao na
forma tradicional (MOREIRA; TIRABASSI, 2004)(ROUNDS, 1955)(DEMUTH, 1978)(NI-
EUWSTADT; HAAN, 1981)(TIRABASSI; TAGLIAZUCCA; GALLIANI, 1987)(TIRA-
BASSI, 1989)(TIRABASSI, 1994). Nesse trabalho, propde-se a solu¢do da equagao de
difusdo-advecgao de ordem fracionaria considerando-se o processo bi-fluxo(BEVILACQUA
et al., 2016), utilizando-se a metodologia chamada de método da decomposigao por La-
place e perturbagao por homotopia(HE et al., 2008)(HE, 2006). A ideia essencial desse
método é combinar a transformada de Laplace e o método de perturbagao por homotopia.
Este método conduz a uma solugao sem nenhuma discretizagao, evitando-se com isso os
erros de aproximagao dos métodos numeéricos. O resultado dessa combinagao mostra um
procedimento elegante que fornece uma solucao fechada, obtida através de uma série que

converge rapidamente.

1.4 Organizacgao da Dissertacao de Mestrado

Este documento apresenta 7 capitulos® e esta estruturado da seguinte forma:

LA quantidade de capitulos desta parte depende da profundidade e necessidade dos ambitos da pesquisa (e.g.
o capitulo sobre a revisdo da literatura podem ser divididos em capitulos: um para cada tema de acordo com o
grau de importancia).
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e Capitulo 1 - Introducgao: Fornece a motivagao e os objetivos do trabalho.

e Capitulo 2 - Sobre a Lei de Fick modificada: Apresenta a ideia da energia
rotacional proposta.

e Capitulo 3 - Revisao Bibliografica: Apresenta uma revisao bibliografica do
trabalho realizado na area do tema abordado.

e Capitulo 4- Camada Limite Planetaria (CLP): Expoe uma breve revisao da

camada limite planetaria (CLP).

e Capitulo 5 - Metodologia: Ilustra o novo Método de Decomposicao de Laplace
(MDL) e o conceito de derivadas fracionarias.

e Capitulo 6 - Validagcao do modelo matematico: Descreve-se os dados experi-

mentais, apresentam-se as parametrizacoes utilizadas e os resultados obtidos.

e Capitulo 7 - Conclusao: Mostra que o modelo fornece resultados satisfatorios e
consegue simular de forma eficiente o fenémeno de dispersao de poluentes na at-
mosfera, além de mostrar a influéncia da derivada fracionaria na modelagem do

problema.
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Lei de Fick modificada

2.1 Lei de Fick

De forma simplificada, a equacgao de difusao unidimensional que descreve a difusao da

concentracao a partir de uma fonte pode ser escrita como:

dc ow'd

ot 0z

(2.1)

onde ¢ é a concentracao de contaminantes e w’c’ é o fluxo turbulento de contaminantes
na dire¢ao vertical. Um dos mais usados fechamentos para a Equagao (2.1) é baseado na
hipotese de transporte por gradiente que, em analogia com a difusao molecular, assume
que a turbuléncia causa um movimento de material de um meio mais concentrado para

um meio menos concentrado a uma taxa que é proporcional a magnitude do gradiente

(PASQUILL; SMITH, 1983):

@
0z

w'd = —k, (2.2)

onde k, é o coeficiente de difus@ao que normalmente é avaliado usando dados empiricos.
Desta forma,

dc 0 oc
= - 2.
ot 0z <kzaz> (2:3)
Se k. é constante tem-se,
dc 0?c
R P 2.4
ot “022 (24)

Na literatura existem alguns trabalhos que apresentam formas alternativas de lidar com
o problema de fechamento, onde se pode citar a hipétese do contra-gradiente na area de
dispersao de poluentes atmosféricos (MOREIRA et al., 2005);(BUSKE et al., 2007);(VI-
LHENA et al., 2008). Os fluxos de contra-gradiente sao indicativos de vortices de escala
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maior na camada limite (em oposigdo a vortices de menor escala que sdo de gradiente
local) e, portanto, sao frequentemente chamados de fluxos nao-locais. De forma, dife-
rente, neste trabalho assume-se a hipoétese do aparecimento de um termo adicional no

fechamento chamado de retencao.

2.2 Fenémenos de Transporte com retencao

Supoe-se uma lei de distribuicao que estabelece a retengao parcial com a transferéncia de
matéria para uma célula fixada & direita ou & esquerda, ou melhor, a fracao restante da
capacidade de uma determinada célula n, exposta depois da retencao, que é transferida
para a célula n + 1 ou para a célula n - 1. Isso significa que o movimento tem uma diregao
preferencial. Considere o processo descrito na Figura 2.1. A norma que regula o conteiido
da redistribuicao de cada célula indica que uma parte do contetido denotado por kp, é
retido no niimero de células e a parte superior indicada por (1 — k) & ¢ uniformemente
transferida para as células vizinhas em cada passo do tempo. Isso significa que a solugao
para esse tipo de distribuicao varia lentamente no tempo em comparacao com a solu¢ao
do problema classico de difusao. Se k = 0, o problema é reduzido a distribuigao Gaussiana

classica. Traduzindo esta regra em expressoes algébricas, obtem-se:

B 1 B 1 _
pr = /fpi t+ 2 (1— k)pflfll + 2 (1—- k)pfwll (2.5)
t+1 ¢, 1 ¢ 1 ¢
P, = kp, + B} (1—F)p,_, + 2 (1- k)pn—H (2.6)
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Figura 2.1: Distribui¢do simétrica com retenc¢ao 8 = (1 — «). Uma fracdo de cada contetido de
célula permanece na célula, e a porcao restante é redistribuida simetricamente para as células
vizinhas com a proporg¢ao g em cada intervalo de tempo.

n-3 n—2 n—1 n n+l nt+2 n+3 t
B2 a B2
t+1
n-3 n—2 n—1 n ntl n+2 n+3
p2| “palp2®p2p2 @ | p2
t+2

n-3 n—-2 n—1 n+l n+2 n+3

=

Fonte: (BEVILACQUA; GALEAO; COSTA, 2011)

onde 0 < k < 1. As operagoes algébricas detalhadas sao mostrados em (BEVILACQUA;
GALEAO; COSTA, 2011). E importante notar que as equacdes devem ser trabalhadas
com cuidado, caso contrario, pode-se obter uma equacao que nao reproduz as solucoes
necessarias para os limites £ = 1 e £k = 0. Portanto, é necessario testar as expressoes
intermediarias em passos criticos para garantir que as suposigoes iniciais subjacentes as
Equagoes ((2.5); (2.6)) sejam preservadas. Isto significa que para k = 0, correspondendo
a nenhuma retencao, a distribuicao Gaussiana cléssica deve ser recuperada e, para o outro
limite, quando k& = 1, a solucao deve ser estacionaria, isto é, o contetido de cada célula

permanece constante. Reescrevendo a expressao, se obtém:

Pt =k f kA, o [A%, OAH"7
AT T { (Az) 2 (Az?) (A7) (Axz?) ’ (A:z;)Q]} 27

onde A%p, e A*p, representam as diferenciais de segunda e quarta ordem, respectiva-
mente. Supondo-se:

(Ax)” (@)2@ L3 (2.8)
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onde Ly , Ly e Ty sao fatores de escala e Az = £0 = [, ¢ At = % sao os tamanho

‘m
da célula e o intervalo de tempo, respectivamente. Substituindo-se as relagoes acima na
Equagao (2.7), se tem:

t+At . 2 2 3 4 4 t—At
P Ny~ A—k) [ LG [A%pe  O(A2%)| Kk Li Ax'p, (2.10)
At 2 Ty | Ax? Ax? 2T, Ax*

Os fatores de escala Ly , L; e Ty, juntamente com o parametro m, fornecem pistas muito
uteis para definir os tamanhos do incremento de espaco e do intervalo de tempo para a
integragao numeérica da equagao de diferengas finitas. Note que com k = 0, Eq. (2.10)
reduz-se ao problema classico de difusao, isto é, sem retengao, e com k = 1, Eq. (2.10)
representa um comportamento estacionério, pois o termo do lado direito de (2.10) desa-
parece. Consequentemente, a taxa de tempo da variagao do conteido é igual a zero para
todo o t para todas as células. Chamando ko = % , kg = % e assumindo que p(z, t) é
uma funcao suficientemente suave de z e ¢, logo se pode tomar os limites como Az — 0
e At — 0, obtendo-se:

Op 9*p d*p

O termo de quarta ordem com sinal negativo introduz o efeito de retengao (BEVILACQUA
et al., 2013). Os coeficientes ks e ky sdo constantes generalizadas. E importante manter os
parametros (1 — k) e k (1 — k) explicitamente na equagao, porque eles sdo parametros de
controle que expressam o equilibrio entre difusao e retencao quando ambos sao ativados
simultaneamente. Para k proximo de zero, a difusao prevalece e, para k proximo de um,
prevalece a retencao. O efeito de retencao atinge o seu méaximo para k= 0,5. Claramente,
a retencao nao pode ser ativada sem difusao, isto é, enquanto a difusao pode ocorrer sem

retengao, o processo complementar, isto é, a retencao sem difusao nao é possivel.
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Revisao Bibliografica

A equacao de difusao-adveccao com fechamento da turbuléncia usando a Lei de Fick
tradicional, tem sido muito utilizada na obten¢ao de modelos operacionais para o con-
trole da qualidade do ar com a determinacao do campo de concentracao de poluen-
tes. A primeira solugdo da equacgao de difusao-adveccao foi a bem conhecida solugao
Gaussiana, devido a Fick, na metade do século XIX. Neste contexto, pode citar os tra-
balhos de (ROBERTS, 1923),(ROUNDS, 1955), (SMITH, 1957),(SCRIVEN; FISHER,
1975),(YEH; HUANG, 1975), (BERYAND, 1976),(DEMUTH, 1978) (TTIRABASSI; TA-
GLIAZUCCA; ZANNETTI, 1986) (TTIRABASSI, 1989) (TIRABASSI; RIZZA, 1992),(UL-
DEN, 1978) (TIRABASSI T; RIZZA, 1995),(NIEUWSTADT; ULDEN, 1978),(HORST,
1980),(KOCH, 1989),(LIN; HILDEMANN, 1997),(ADOMIAN;, 2013), entre outros. Uma
grande variedade de solugoes numéricas da equagao de difusao-advecgao pode ser encon-

trada na literatura (ALBANI; DUDA; PIMENTEL, 2015).

Recentemente, foram obtidos modelos aplicando-se a técnica semi-analitica ADMM (Ad-
vection Diffusion Multilayer Method) que vem sendo utilizada para solucionar uma vasta
gama de problemas (MOURA, 1995), (PIRES, 1996), (MOREIRA; DEGRAZIA; VI-
LHENA, 1999), (MANGIA et al., 2002), (BULIGON, 2004); (COSTA; MOREIRA; VI-
LHENA, 2004),(COSTA, 2007),(COSTA et al., 2009),(MOREIRA; CARVALHO; VI-
LHENA, 2005),(GUERRERO et al., 2012), (RUI; COSTA, 2016),(MOREIRA et al.,
2009),(MOREIRA et al., 2014). A solugdo é obtida pelo uso da transformada de La-

place com inversao numérica.

Além disso, outra solucao foi obtida com grande sucesso utilizando-se a nova técnica
GILTT (Generalized Integral Laplace Transform Technique). Diferentemente do tradici-
onal método GITT (COTTA, 1993),(MIKHAILOV; OZISIK, 1984), (KUMAR; BASU,
2014), (BUSKE, 2004) este novo método ¢ totalmente analitico. O problema ¢é resol-
vido pela técnica da transformada de Laplace e diagonalizacao (WORTMANN; MOURA;
VILHENA, 2000),(WORTMANN et al., 2005); (MOREIRA; CARVALHO; VILHENA,
2005). E importante salientar que todos os problemas anteriormente citados e resolvidos
pelas técnicas ADMM e GILTT foram sempre envolvendo equacoes lineares e todas as
equacoes de ordem inteira, usando Lei de Fick tradicional. Fenémenos importantes que
ocorrem em varios campos da engenharia e ciéncias sao frequentemente modelados através
de equacoes diferenciais lineares e nao-lineares. Portanto, é ainda muito dificil obter-se

solugoes de forma fechada para problemas da vida real.

Desta forma, uma grande classe de métodos analiticos e numéricos tem sido usada para
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resolver alguns problemas. Mais recentemente, alguns métodos tém sido propostos, tais
como: método da decomposi¢cao de Adomian (ADOMIAN, 1988), método variacional,
transformadas integrais e método da decomposicao por Laplace, mas todos tém suas limi-
tagoes. Neste projeto, pretende-se avancar com a utilizagao do método da decomposigao
por Laplace (HE, 2003)(HE, 2006)(HE et al., 2008)(HE, 2006) para resolver equagoes
lineares em problemas atmosféricos. Este tipo de metodologia (aplicagao simultanea de
diferentes técnicas) representa o estado da arte na modelagem de diferentes problemas
fisicos, os quais até pouco tempo atras nao seria possivel obtencao de uma solugao ana-
litica. Apesar do avango na solucao de equacoes de ordem inteira, tem havido uma forte
motivacao para uso de equagoes de ordem nao-inteira, isto é, derivadas fracionérias, que
considera a difusdo anémala que vem da turbuléncia atmosférica (DEBNATH, 2003). Re-
centemente algumas solugoes foram propostas para a equagao advecgao-difusao de ordem
fracionaria. A primeira foi proposta por (GOULART et al., 2017) através do método
de separacao de variaveis, e a segunda foi proposta por (MOREIRA; MORET, 2018)

utilizando a técnica de transformacoes integrais.

No entanto, apesar desses avangos recentes, ainda existe uma lacuna na literatura em
relacao a obtencao de solugoes analiticas das equacoes de difusao-adveccao com derivadas
inteiras e de ordem fracionaria em problemas de dispersao atmosférica. Este é particu-
larmente o caso em solucoes obtidas usando a decomposicao de Laplace e o método de
perturbagao de homotopia, que sao os principais objetivos deste trabalho. O método de
perturbagao de homotopia foi desenvolvido pelo matematico chinés He (HE, 1999),(HE,
2006),(HE, 2009), que resolveu uma ampla variedade de problemas lineares e nao line-
ares em diversas areas (GANJI; RAFEIL 2006), (WANG; SI; MO, 2008). (YILDIRIM,;
KOCAK, 2009). Assim, a novidade do presente trabalho esta no uso do método de per-
turbacao por homotopia acoplado & transformada de Laplace, para resolver a equacao
de adveccao-difusao de ordem inteira e fracionéria, com Lei de Fick modificada, em pro-
blemas atmosféricos. Esta metodologia é uma combinacao elegante e pode fornecer uma
solugdo exata (ou aproximada) para uma determinada equac¢ao de uma maneira mais
simples do que os métodos tradicionais encontrados na literatura. Cabe ressaltar que
h& muitos modelos e solugoes analiticas para problemas difusivo-advectivos expostos na
literatura. Todavia, a aplicagao do método MDL em problemas atmosféricos ainda é uma

area pouco explorada.

No proximo capitulo sera analisada a camada limite planetaria indicando os processos

fisicos que ocorrem neste regiao da baixa atmosfera.
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Camada Limite Planetaria (CLP)

4.1 Estrutura da atmosfera

A atmosfera do nosso planeta é formada por uma camada de ar envolvida por gases,
vapor d’agua e particulados. Essa atmosfera é composta por: Troposfera, Estratofesra,
Mesosfera e Termosfera. No ambito desta pesquisa, os estudos se concentram focando a
Troposfera, logo por Troposfera entende-se a camada com menor distancia da superficie
da terra, com dimensao variando entre 9 a 16 km, local onde se observa os fenémenos de

interesses meteorolégicos.

4.2 C(Camada Limite Planetaria

A concentracao de poluentes em uma determinada regiao se deve em grande parte as
condi¢oes meteorologicas locais. Por isso, para a avaliacao da dispersao de poluentes
¢ imprescindivel o conhecimento dos fenémenos que regem a atmosfera. A troposfera
pode ser dividida em duas partes: uma camada adjacente & superficie terrestre, chamada
Camada Limite Planetaria (CLP), e a camada acima desta, chamada Atmosfera Livre,
como pode ser visto na Figura 4.1 .

Figura 4.1: Divisao da troposfera.

. tropopausa

——"

" troposfera
atmosfera livre P

camada limite planetiria

Tema ‘/

Fonte: (STULL, 2012) figura adaptada

A parte da atmosfera que é influenciada diretamente pela superficie da terra e que res-
ponde a forcantes superficiais, tais como os fluxos de calor e umidade, forcas de atrito,
evaporagao e transpiragao, emissao de poluentes e modificacao de fluxo induzida pelo
terreno, em uma escala de tempo de uma hora ou menos é denominada Camada Limite
Planetaria (CLP). A espessura da CLP varia de 100 m a 3000 m de altura a partir da
superficie e ¢ uma func¢ao direta dos for¢antes térmicos e mecénicos (produgao de tur-
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buléncia pode ocorrer por empuxo e/ou cisalhamento do vento). A variagdo diurna de
temperatura na CLP é uma de suas principais caracteristicas, sendo assim esta variagao
é provocada pelo aquecimento e resfriamento da superficie da terra. A radiagdo de onda
longa, proveniente do solo que absorve cerca de 90 % da radiacao nos dias ensolarados,
faz com que a variacao diurna seja bastante acentuada préximo ao solo e nao ocorre a
grandes altitudes. As massas de ar quente que se elevam a partir da superficie (gradiente
de transporte positivo) sdo chamadas termas, turbilhdes ou vortices. Nessa camada, os
ventos médios sao responsaveis pelo transporte horizontal rapido (advecgao) das espécies
como umidade, calor, momentum e os poluentes. Estes ventos variam normalmente entre
2 a 10 m/s. Ja o transporte vertical é dominado pela turbuléncia que é constituida de
varios turbilhdes que se sobrepdem e cujos tamanhos sdo variaveis (da ordem de 1 mm
a 3000 m de didmetro). A soma das contribuigoes de todos estes turbilhdes constitui o
espectro de energia turbulenta. Sobre a superficie do solo em regioes de alta pressao a
camada limite tem uma estrutura bem definida que envolve um ciclo diurno de acordo

com os processos fisicos que nela ocorrem na Figura 4.2.

Figura 4.2: Evolugao temporal da CLP.

2000 — camada de nuvens zona de atmosfera livre
entranhamento

zona de inversio

zona de entranhamento
camada de mistura

1000 — camada residual

ALTURA (m)

camada superficial

meio dia anoitecer meia noite amanhecer meio dia

Fonte: (STULL, 2012)

4.3 Camada Limite Convectiva

A Camada Limite Convectiva (CLC) ou condi¢ao instavel, é gerada pelo aquecimento
diurno da superficie, alcanca altura de 100-2000m a partir do solo.

Esta camada se constitui apds a alvorada, tem inicio no momento em que o chao aquece,
o qual por conducao aquece o ar em contato com ele. Este ar aquecido é mais leve que
o ar adjunto (mais frio) e, se inclina a subir; enquanto o ar mais frio se inclina a descer

(fluxo de calor positivo) procedendo a convecgao térmica.
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Além disso, a pluralidade das fontes poluidoras esté vizinha do solo, deste modo os con-
taminantes concentrados podem ampliar consideravelmente na CLC, pois estes poluentes
estao sendo transportados por turbilhoes e pelas termas (massa de ar quente que se eleva a

partir do solo). Durante o decorrer do dia, as termas vao alcan¢ando niveis ainda maiores.

A CLP é definida como a regiao da atmosfera que se inicia do solo z = 0 até onde o
fluxo de calor se torna negativo z = h. Nesta regiao, a taxa de variacao da temperatura
potencial é negativa, ou seja, a temperatura potencial diminui com a altura. Nesta regiao

a turbuléncia é intensificada. Quando z = h a temperatura potencial comegar a aumentar.

Pode-se determinar a CLP desmembrada em quatro camadas: camada superficial, camada

de conveccao livre, camada de mistura e camada interfacial de estranhamento.

4.3.1 Camada Superticial (CS)

A Camada Superficial demonstra uma grande taxa de variagdo de temperatura e velo-
cidade e o fluxo turbulento é sensivelmente constante, no qual a turbuléncia mecéanica
(cisalhamento do vento) é marcante. E reservada a alturas menores do que Z < [L], onde
L é o comprimento de Monin-Obukhov, determinado por:

(4.1)

Onde 6 ¢é a temperatura pontencial média, (W)O ¢ o fluxo de calor turbulento na superficie,
uy € a velocidade de friccao na superficie, k é a constante de Von Karmaéan e g é a aceleracao
da gravidade.

Segundo (PANOFSKY; DUTTON, 1984), uma CLC é considerada bem desenvolvida
quando [L] apresenta valores tipicos entre 10 e 100m, de modo que h/[L] > 10. Desta
forma, essa razao pode ser considerada um parametro de estabilidade, pois retrata o papel
da turbuléncia de cisalhamento do vento.

e Convecgao fraca: h/[L] < 5;
e Convecgao moderada: 5 < h/[L] < 10;

e Convecgao alta: h/[L] > 10;
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4.3.2 Camada de Convecgao Livre (CCL)

Nesta camada ocorre a transformagao compreendida entre a Camada Superficial e a Ca-
mada de Mistura. A CLC esta entre [L] < z < 0.1h, nesta camada a velocidade, nao
¢ importante, mas a escala z ainda é. Efetivamente u* nunca chega a zero na pratica,

mas a condicao de conveccao livre local determina a escala da estrutura da turbuléncia

(WILLIAMS; HACKER, 1993).

4.3.3 Camada Superficial (CS)

Assimilada como a parte soberana da CLC, onde estéa fixada na regiao compreendida entre
[L] < z < h, e tem este nome devido a intensa mistura vertical que tende a conservar as
variaveis como: temperatura potencial, velocidade do vento (sensivelmente constante) ,
turbuléncia e a umidade. Ademais, os parametros de maior relevancia para a descri¢ao
desta camada s@o h e a escala convectiva w, (WILLIS; DEARDORFF, 1976), representada

por:

L=uw, = (L(wh)n)s (4.2)

As dimensoes dos elevados turbilhoes convectivos sao retratadas em funcao de h e as
velocidades turbulentas sao proporcionais a w,. Os tipicos valores de h e w, sao 1000 m
a 2000 m e 2m/s, respectivamente (WEIL; BROWER, 1984)

A escala de tempo convectiva wi é da ordem de 10 a 20 minutos em muitos casos. Periodo
*

caracteristico de tempo para o ar circular entre a superficie e o topo da CM. Logo,

mudancas nas forgcantes do solo podem conectar com o resto da CM em um curto espago

de tempo (entorno de 15minutos).

4.3.4 Camada Interfacial de Entranhamento ou Zona de Entranhamento
(ZE)

Camada compreendida na crista da CLP, junto da atmosfera livre e a CM. A Zona de
Entranhamento é a regiao de ar estaticamente estével na crista da camada de mistura,
onde ha entranhamento de ar da atmosfera livre abaixo e penetragao convectiva das
plumas térmicas para cima. Esta zona é caracterizada pela transformagao térmica e por

restringir os movimentos da Camada de Mistura (CM).
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4.4 Camada Residual (CR)

O processo de declinio dos elevados turbilhoes tem inicio na CR, constituindo a CLC. Este
fendmeno tem ocorréncia entre 20min e 60min anterior ao poér-do-sol. A turbuléncia nesta
sec¢ao o residuo é gerado por convecgao, ao longo do dia, e a energia é aproximadamente
analoga em suas diregoes. Ocasionando deste modo, plumas emissoras dentro da CR.

Inclinam-se a dispersar de forma homogenia.

4.5 Camada Estavel (CLE)

A Camada Limite Estavel (CLE) ou camada noturna aparece antes do pér-do-Sol. Constitui-
se pelo resfriamento noturno da superficie terrestre. Neste resfriamento se provoca um
fluxo de calor menor que zero, e remove a energia cinética dos elevados turbilhoes. Logo,
as plumas emissoras na CLE se dispersam suavemente na vertical e mais acelerado na ho-
rizontal e tem uma turbuléncia enfraquecida. Nesta camada atinge-se altura de 100-300m

e é composta por pequenos turbilhoes.

4.6 Generalidades da dispersao na CLC

Na CLC, como exposto antes, se dispoe da condi¢ao atmosférica instavel. A instabilidade
tem inicio proveniente do deslocamento de ar quente ascendente updrafts e do desloca-
mento de ar frio descendente downdrift, provocado pela ocorréncia de raios do sol com
aquecimento da superficie. Nesta situagao temos a condi¢ao superadiabatica. As plu-
mas poluidoras emitidas na CLC representam uma singularidade de looping Figura 4.3.
Expressando uma singularidade homogénea de contaminantes, livremente da elevacao da

fonte emissora.
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Figura 4.3: Comportamento da pluma dispersa na CLC.

Fonte: Autoria propria, 2018

Na condigao neutra a CLP, presente na camada limite residual, sua pluma se inclina a
dispersasse em igual intensidade nas duas diregdes (horizontal e vertical), ocorréncia da
turbuléncia efetiva a ser sensivelmente analoga em todas as dire¢oes. Os contaminantes
dispersos na CR apresentarao uma tipicidade de Conning Figura 4.4.

Figura 4.4: Comportamento da pluma dispersada na CR.

™

Al

Fonte:Autoria propria, 2018.

Nas condigoes de atmosfera estével, particularidade da CLE, ocorréncia devido a baixa
difusao da atmosfera, devido a condi¢oes de estabilidade a forga turbulenta ¢é significati-
vamente diminuida. Nesta condi¢ao os poluentes emitidos sofrem dispersao somente pela
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acao do vento médio na horizontal exibindo uma caracteristica de fanning Figura 4.5.

Figura 4.5: Comportamento da pluma dispersada na CLE.

Fonte: Autoria prépria, 2018.

O entendimento deste capitulo é de fundamental importancia para a compreensao da fisica
do problema e a regiao que é objeto de estudo a CLP. No proximo capitulo seréa abordada
a metodologia proposta neste trabalho.
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Metodologia

Neste capitulo é apresentado o método da decomposic¢ao por Laplace (MDL) e o conceito
de derivadas fracionarias aplicados em problemas de dispersao de poluentes na CLP.

5.1 Método da Decomposicao por Laplace

A ideia do método pode ser exposta pela equacao diferencial nao-linear e nao-homogénea,
na seguinte forma:

%y(x,t)

T + Ry(fb,t) + Ny(fb,t) = f(%,t) (51)

com as condigoes iniciais dadas por:

y(z,0) = a(z) (5.2a)
y
a(x, 0) = B(x) (5.2b)

onde R é um operador diferencial linear, N representa um operador diferencial nao-linear
e f(z,t) é o termo fonte. Aplicando-se a transformada de Laplace (denotada por L) na
variavel ¢ em ambos os lados da Eq.(5.1) tem-se,

9%Y (z,1)

d ot?

|+ LRy(x,t)] + LINy(z,t)] = L[f(z,1)] (5.3)

Tornando-se,

LY (X,T)) = sy(2,0) — 2 (,0) = ~LRy(r, 1)) ~ LINy(e, 0] + LI (2, 0] (5.4

Desta forma, empregando-se as condi¢oes dadas e a inversa da transformada de Laplace,
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obtém-se:

y(,t) = F(a,t) — LV~ (L[Ry(, 0] + LINy(w. ) + S (L) (5.5)

52 s
onde F'(x,t) representa as condigoes iniciais prescritas.

Agora, empregando-se o método de perturbagao por homotopia:

y (@, t) =Y p"yn (x,1) (5.6)

sendo que os termos nao lineares podem ser decompostos como,

Ny (x,t) =Y p"Hy () (5.7)

onde os termos H, sao os polinémios de He. Logo, colocando-se as Eqgs.(5.6) e (5.7) em
(5.5) resulta,

S8 (0,0) = F(0,6) = (L1 | RS ' (r ) RS p B (e, 0) 1) (58)

Por fim, confrontando-se os termos com poténcias de p surgem as seguintes relagoes:

P’ yo (z,t) = F (2,t)

pl iy (z,t) = (L7 [SL[Ryo (z,t) + Ho (y)]])

P’y (w,t) = (L7 [ LRy (2,t) + Hy (y)]])

p* iy (x,t) = (L7 [ 5L [Rys (2,t) + Ha (y)]]) (5.9)

onde os polinomios de He (HE, 2006) sao definidos como:
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1o _
=0 p=0

5.2 Derivada Fracionaria - Definicao de Caputo

Ha uma variedade de definigoes de derivadas de ordem fracionéria. Dentre elas estao as
defini¢oes de Riemann-Liouville, Caputo, Riesz, Weyl, Grunwald-Letnikov dentre outros
(OLDHAM; SPANIER, 1974)(DIETHELM, 2010). Neste trabalho utilizou-se a defini¢ao
de Caputo, pois ela incorpora as condigoes inicias da func¢ao, o que a torna fundamental

para resolver problemas de dispersao de poluentes na CLP.

Segundo Caputo, a derivada de ordem fracionaria é dada por:

na)fO tsaﬂn, n—l<a<n

jt—:bl (t), a=1

(5.11)

onde a > 0, » é o menor inteiro maior que «.

5.2.1 Funcao de Mittag-Leffer

Dentre as funcoes relacionadas com o célculo fracionario, uma das mais importantes é
a funcao de Mittag-Leffler, a qual representa uma generalizagao para a funcao exponen-
cial e tem papel fundamental no estudo de equacoes diferenciais de ordem nao-inteira
(PRABHAKAR et al., 1971).

A funcao de Mittag-Leffer de um paradmetro, com z € ® e z > 0 é dada por:

=y —— (5.12)
prt r ak +1)

Note que, no caso em que o = 1, essa funcao pode ser descrita da seguinte forma:

= T Z Z_ = (5.13)

k=0
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Capitulo Cinco 5.3. Solugao da equagao de difusao considerando a Lei de Fick modificada

A funcao de Mittag-Leffer de dois parametros, com x € R e x > 0 é dada por:

Eag(z) =) m (5.14)

00
k=0

5.2.2 'Transformada de Laplace da derivada de Caputo

A transformada de Laplace aplicada na derivada de Caputo necessita de condi¢oes iniciais
da funcao, sendo fundamental o conhecimento de suas derivadas de ordem inteira, que
sao fisicamente interpretaveis (CAMARGO, 2009).

Considerando o > 0, n é o menor inteiro maior que «, a transformada de Laplace de

ordem nao inteira é dada por:

n n

LIDf (t)] = s*™" |s"F (S) = Y _s" 7 fU(0)| = s"F (S) =Y _s*7fU1(0) (5.15)

j=1 j=1

Para 0 < a <1, a Eq.(5.15) pode ser reescrita como:

LD f (t)] = s“F (S) — s* £ (0) (5.16)

A seguir apresenta-se a solucao da equacao de difusao-adveccao fracionaria com Lei de
Fick modificada usando a metodologia proposta.

5.3  Solucao da equacao de difusao considerando a Lei de Fick

modificada

A difusao por bi-fluxo consiste no fluxo simultaneo de dois conjuntos de particulas espalhan-
do-se com duas velocidades distintas, sendo modelada através de uma equacao diferencial
linear de 2* e 4* ordem (BEVILACQUA et al., 2016):

oc 0?c o
E (Zat) = (1 - :u) kz(l)@ (Zat) —H (1 - M) kz@)@ (Za t) (517)
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Capitulo Cinco 5.3. Solugao da equagao de difusao considerando a Lei de Fick modificada

para 0 < z < h, t > 0, onde h é a altura da CLP. Além disto, ¢ é a concentragao
de poluentes, z ¢ a variavel espacial na direcao vertical, ¢ é o tempo, p representa um
parametro de controle da retencao e difusao, por simplicidade, considera-se os coeficientes
de difus@o k1) e k.(9) constantes. Para obter-se a solucao da Equacgo (5.17) é necessério
especificar as condigbes de contorno de fluxo nulo no topo da CLP ( z = & ): e no solo (

z =0):

kzaz()emz:h (5.18)
k'z% =0em z= (5.19)

Além disso, assume-se uma condi¢ao inicial com emissao de poluentes constante () na

altura da fonte:

c(2,0) =Q(z — Hs) emt =0 (5.20)

onde 6(z— Hy) é a fungao delta de Dirac e H, € a altura da fonte. Para usar a metodologia

proposta neste trabalho, a fungao delta de Dirac deve ser aproximada pela expressao:

1+ Qicos(/\nz)cos()\an)] (5.21)

n=1

5(2 - Hs) =

==

onde \, = 57, sdo os autovalores. Portanto, a condigao inicial (5.20) pode ser reescrita

CO1mo:

=0

142 i cos(A\,z)cos( N\, Hy)] (5.22)

n=1

c(z,0) =

Para a solu¢do da equagao (5.17), aplica-se a transformada de Laplace na variavel ¢,

obtendo-se:

2

se(205) = e(20) = L (1= Wk 5 ()] = L[t = mhao s (0] 529
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Rearranjando, tem-se:

p(l= k) {5‘40

é(z,s) = + L [@ (z,t)} - ! = (z,t)] (5.24)

Aplicando-se a inversa da transformada de Laplace na Equagao (5.24), resulta:

L (s = L) C(ZO) L a —l;) ke [g_ig (z,t)] NACTDLTON [& (Z,t)”

Portanto,

_ (1 — u) k‘z(l) 820 1% (1 — u) kz(g) 840
C(Z,t) :Co+L ! {ﬁ[z @(271&) - f[/

Pelo método de homotopia, a solucao geral pode ser escrita como:

clzt)=coteartetet =) ¢ (5.27)
i=0
onde:
co = 9[1 +2 f: cos(Apz)cos(\, Hy)] (5.28)
h n=1

Seguindo-se a metodologia, calculam-se as derivadas que serao utilizadas nos termos :
ci(i=0,1,2,3,...).

(1—mkq [32@- } _r=mke [34@

ci+1(z,t):L_1[ - s (=) : o (z,t)” (5.29)
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Capitulo Cinco 5.3. Solugao da equagao de difusao considerando a Lei de Fick modificada

Calculo de ¢q:

% = —% g A sin (A, 2) cos (A, Hy) (5.30)
% = —% i A2cosn (A,2) cos (A, Hy) (5.31)
% = % g M3 cosn (A\p2) cos (N, Hy) (5.32)
% = —% nio:l )\iwsn (An2) cos (A, Hy) (5.33)

Por simplicidade, tomando-se em (5.29), Ay = (1 — ) kz(1) e Az = (1 — p)k.(2), se tem:

A 0%c A d*c Ay 0%¢ As 0*c
-t | A A2 Y (ALY o 1429 0
a =1L {SL{822:| sL{azAH L H32 822} [52 8Z4H (5.34)

Substituindo-se (5.31) e (5.33) em (5.34), obtém-se:

200t A1 9 2Qt Ay = A
o =-— ; Arcos (Apz) cos (A, Hy) — N ; A,cos (A\,z) cos (A, Hs)  (5.35)
Logo,
2Qt = |5 )
a=" D Nocos (Anz) cos (A H) (A + AzA2) (5.36)
n=1

Calculo de ¢y:
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Capitulo Cinco 5.3. Solugao da equagao de difusao considerando a Lei de Fick modificada

20t Ay >

2QtA; <
Jcy QtA, D A sin (Ap2) cos (A, H,)  (5.37)

i Z A2 sin (\,2) cos (A, Hy) +
n=1

0z
8261 QQtAl 4 2QtA2 . 6
= Z)\ cos (Anz) cos (A Hy) + = ;)\ncos (An2) cos (A, Hy)  (5.38)

e, 20tA] <= 5 .
e s Z)\n sin (A, 2) cos (A, Hy) —

2Qt Ay
Q! 22)\Zsin()\nz)cos()\an) (5.39)

8461 QQtAl - 6 QQtAQ - 8
i Z:: Ay cos (Apz) cos (A, Hy) — . Z:: X, cos (A\,z) cos (A, Hy) (5.40)
Logo,

2Qt2 -
Z)\ cos (Anz) cos (A Hy) (A + AsA2)? (5.41)

Co =

Portanto, agrupando-se estes primeiros, se tem:

20 « 1
c(z, % TQZCOS Anz) cos (A Hy) {1 — A2 (A1 4+ AX2) + §m4 (Ar + 4,02)° +
n=1
(5.42)
De forma que a solucao final é dada por:
- Q 2@ - 2 A A 2
c(z,t) = W + s Zcos (Anz) cos (A, Hy) exp [—tA7 (A1 + AN ] (5.43)
n=1

26



Capitulo Cinco 5.4. Solugao da EDA fracionaria considerando a Lei de Fick modificada

Observa-se prontamente que a equagao (5.43) é a bem conhecida solu¢do Gaussiana. Se

Ay = 0, obtém-se a solucao para difusao tradicional.

Nesta secao foi obtida a solugdo da equagao proposta no trabalho de (BEVILACQUA et
al., 2016). No entanto, para confrontar com dados experimentais é necesséario a inclusao
do termo advectivo u (velocidade média do vento). Logo, na proxima se¢ao, obtem-se a

solugao da equacao de difusao-adveccao.

5.4 Solugcao da EDA fracionaria considerando a Lei de Fick mo-
dificada

A equagao fracionéria proposta com o termo advectivo pode ser escrita como:

0%c 0%c dc
W (02) = (= Wk e (@2~ (= ) ko (r2) (540

para 0 < z < h, x > 0, onde h é a altura da CLP, u é a velocidade longitudinal do
vento médio e o é um parametro de ordem fracionaria (0 < a < 1). Além disto, ¢ é
a concentracao de poluentes, z é a variavel espacial na direcao vertical, x é a distancia
longitudinal da fonte, u representa um parametro de controle da retencao e difusao e,
por simplicidade, consideram-se os coeficientes de difusao k1) e k.(2) constantes. Para
obter-se a solugao da equagao (5.44) é necessario especificar as condigoes de contorno:

kZ% =0emz=nh (5.45)
kz% =0emz=0 (5.46)

Além disso, assume uma condi¢ao de fonte com emissao de poluentes constante () na
altura da fonte:

uc(0,2) = Qo(z — Hg) em x =0 (5.47)

onde §(z — Hy) é a fungao delta de Dirac e H; é a altura da fonte. Para usar a metodologia

proposta neste trabalho, a fungao delta de Dirac deve ser aproximada pela expressao:
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0(z—Hy)=—[1+2 i cos(Anz)cos( A\, Hy)] (5.48)

n=1

= =

onde )\, = 57, sdo os autovalores. Portanto, a condicao de fonte (5.47) pode ser reescrita

COomo:

c(0,2) = %[1 +2 Z cos(Apz)cos( A, Hy)] (5.49)

n=1

Para a solugdo da equac@o (5.44), aplica-se a transformada de Laplace na variavel «z,

usando a definicao da derivada de Caputo, obtendo-se:

o a1 D?c e
us“c(s,z) —us* c(0,2) = L | (1 — p) k) 92 (x,2)| = L |pu(l—p) kz(z)@ (x, 2)

(5.50)

onde L representa a transformada de Laplace. Rearranjando-se a equagao (5.50), obtém-

se:

1— )k 2 1—p)k i
_cl0.2) mszggw&ﬂ_u( mszPC
z

5 us® us® 94 (z, Z)} (5:51)

Aplicando-se a inversa da transformada de Laplace na Equagao (5.51), resulta:

L o5, 2] = £ |02 Lo {g_ 0] - HE R {8_ (x<5>5]2}>

Portanto,

c(z,2) =co+ L {“ OLZOY) [820 (z, z)} ACIDLICY, [ic z, z)” (5.53)
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Pelo método da homotopia, a solugao geral pode ser escrita como:

o0

C(Z‘,Z):Co+01+02+03+"':ZCi (554)
i=0
onde:
co = Q[l +2 i cos(A\,z)cos( N\, Hy)] (5.55)
uh

n=1

e os demais termos:

h

L

us®

1— )k, 2¢, 1— )k,
Ci+1 (LC,Z) = Lil |:( u,l;)a (1) |:a - 513',2)} - ljj( M) (2)

4.
[giﬁ (m,z)” i=0,1,2,3...
V4

(5.56)

Seguindo-se a metodologia, calculam-se as derivadas que serao utilizadas nos termos c;.
Por simplicidade, tomando-se em (5.56), A; = (1 — p) ko) e Ay = p(1 — p)k(2), resulta :

2 x* -
0 = u_im ; A2cos (Anz) cos (A Hy) (A1 + Ax)Y) (5.57)
2@ I,ZO( OO 4 2 2
= 2ot 1) HZ::I Ancos (Anz) cos (A, Hy) (A1 + AxX2) (5.58)
) 3« >
3 = 2Q r Z M cos (Apz) cos (A, H,) (Al + AQ)\i)g) (5.59)

uh 31T (3a + 1) <

onde I' é a funcao Gamma. Portanto, agrupando-se estes primeiros termos, tem-se:

c(x,z) =

vl@

QOO
TZ:OS)\ZCOS)\H)

2

{1 B2 (Ar+ A02) + Lot X (A + A0X2)° +

21 u2T (2a+1)

. 28
3' u3F(3a+1)

A6 (A, + AN2) + } (5.60)
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Portanto, a solugao final é dada por:

«

Q 2

c(x,z) = —

wh " uh

—T

Z cos (Anz) cos (An Hy) E, A2 (Aq + AA2) (5.61)

Segue que a equacao (5.61) é mais geral, no sentido que, se Ay = 0 e o = 1, obtém-se a
solugao para a equacao de difusao-adveccao normal. Cabe ressaltar que F, é a funcao de
Mittag-Leffler, a qual é intrinseca as solugoes com derivadas fracionarias.

5.5 Parametrizagao da turbuléncia

A presenca de turbuléncia é a principal caracteristica da CLP, pois é responsavel pela
alta capacidade difusiva. Esta caracteristica é representada pelos coeficientes de difusao.
A escolha adequada de uma parametrizacao turbulenta representa uma decisao funda-
mental para complementar a modelagem do transporte de poluentes na atmosfera. A
parametrizacao da turbuléncia é uma aproximagao da natureza no sentido que os mode-

los matematicos recebem uma relagao aproximada que substitui um termo desconhecido.

Neste trabalho, utiliza-se um coeficiente de difusao turbulenta validos na CLP diurna
(CLC), sendo representado pela Eq.(5.62). Este coeficiente de difusdo turbulento é de-
pendente somente da variavel z e foi deduzido para condigoes instaveis (DEGRAZIA;
VELHO; CARVALHO, 1997):

wl=

k. = 0.22w,h (2)3 (1 _ E> [1 _ ea;p< 42) _ 0.0003exp<8%>} (5.62)

onde w, é a velocidade convectiva, z é a variavel espacial na direcao vertical. Ressalta-se
que é feita uma média deste coeficiente na variavel z, obtendo-se assim um coeficiente

constante.
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Validacao do modelo

Para analisar a performance do modelo, compara-se os dados simulados (utilizando o
software MATHEMATICA) com os dados obtidos no experimento de Copenhagen.

6.1 Resultados

6.1.1 Experimento de Copenhagen

Nos experimentos de dispersao em Copenhagen, o gés tracador Hexafluoreto de Enxofre
(SFp) foi liberado, sem empuxo, de uma torre de 115 m de altura e coletado ao nivel do

solo (z ~ 0). A liberagao do tragador teve inicio 1A antes da amostragem e parou ao final

do mesmo periodo de 1~ (GRYNING; LYCK, 1984).

Os parametros micrometerologicos do experimento de Copenhagem sao mostrados na
Tabela 6.1, onde Lo € o comprimento de Monin — Obukhouv (m), h é a altura da camada
limite convectiva (m), u, é a velocidade de fricgdo (m/s), w, é a escala de velocidade
convectiva (m/s), u, é a velocidade do vento médio (m/s) medido a 10 e 115 m e z ¢ a

distancia longitudinal da fonte m.

A Tabela 6.1 apresenta os dados meteorologicos, em médias horarias, dos experimentos de

dispersao de Copenhagen que foram utilizados como parametros de entrada no modelo.
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6.1. Resultados

Tabela 6.1: Parametros micrometerologicos do experimento de Copenhagem

EXP  u,q15)  u.(i0) h Lyo U Wy x

(m/s) (m/s) (m) (m) (m) (ms”') (m)
1 34 2.1 1980 -37 0.36 1.8 1900
1 3.4 2.1 1980 -37 0.36 1.8 3700
2 10.6 4.9 1920 -292 0.73 1.8 2100
2 10.6 4.9 1920 -292 0.73 1.8 4200
3 5.0 2.4 1120 -71  0.38 1.3 1900
3 5.0 2.4 1120 -71  0.38 1.3 3700
3 5.0 2.4 1120 -71  0.38 1.3 5400
4 4.6 2.5 390  -133 0.38 0.7 4000
5 6.7 3.1 820 -444 0.45 0.7 2100
5 6.7 3.1 820 -444 0.45 0.7 4200
5 6.7 3.1 820 -444 0.45 0.7 6100
6 13.2 7.2 1300 -432 1.05 2.0 2000
6 13.2 7.2 1300 -432 1.05 2.0 4200
6 13.2 7.2 1300 -432 1.05 2.0 5900
7 7.6 4.1 1850 -104 0.64 2.2 2000
7 7.6 4.1 1850 -104 0.64 2.2 4100
7 7.6 4.1 1850 -104 0.64 2.2 5300
8 9.4 4.2 810 -56  0.69 2.2 1900
8 9.4 4.2 810 -56 0.69 2.2 3600
8 9.4 4.2 810 -56 0.69 2.2 5300
9 10.5 5.1 2090 -289 0.75 1.9 2100
9 10.5 5.1 2090 -289 0.75 1.9 4200
9 10.5 5.1 2090 -289 0.75 1.9 6000

A Figura 6.1 mostra a proposta da solucao da equacao difusao-adveccao 2D de ordem

fracionéria é uma solugao em série, um teste de convergéncia em série é apropriado. Para

este teste, usamos dados meteorologicos do experimento 1 de Copenhagen. A Figura 1

mostra a convergéncia numérica da solu¢ao proposta para a concentracao no nivel do solo

a uma distancia de 1900 m em fungéo do nimero de termos n (solu¢do MDL) considerando

a velocidade do vento U115 (medida na altura da fonte), parametro de retencao e valores

diferentes do parametro fracionario (0,96, 0,98 e 1,00).
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Figura 6.1: Teste de convergéncia do modelo com 8 = 0.50 e valores diferentes de o (0.96, 0.98

e 1.00) .

c(x,0)/Q (10™*sm?)

10

B=0.50
¥=1900m
a=— u= 0.96
o= 0.98 1
= g=1.00
r T T T T
10 12 14

Fonte: Autoria prépria, 2018.

A figura 6.1 mostra que a solugao converge mais rapido a medida que o nimero de termos

da soma (n) aumenta, mesmo para valores diferentes do parametro fracionario «. A uma

distancia de 1900 m, uma diminui¢do em « aumenta a concentragao. A figura 6.2 e 6.3

mostram os resultados dos testes de sensibilidade para verificar a influéncia do termo de

quarta ordem, mas apenas com um parametro fracionario de ordem inteira (o = 1.00). O

perfil vertical da concentragao integrada de vento cruzado a distancias de 250 m e 2500
m da fonte sdo apresentados para varios valores de § (0,10, 0,25, 0,50, 0,75 e 1,00). As

simulagoes usaram um valor médio para K,; dado pela Eq. ((5.62)) e Ko = 1 m*/s.
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Figura 6.2: Perfil vertical de concentragao integrada de vento cruzado para distancias de 250 m
da fonte em funcao de 5 (0,10, 0,25, 0,50, 0,75 e 1,00).

1000 | I
x=250m
| —o— [ =0.10 4
—p=025
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1
1::|_"1
N 2 .
-.E ., O
250 - |
N\ g wog -
0 T T q [\ | |
0 5 10 15 0
c(x,0/Q (10”sm?)

Fonte: Autoria prépria, 2018.
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Figura 6.3: Perfil vertical de concentragao integrada de vento cruzado para distancias de 2500 m
da fonte em funcao de 5 (0,10, 0,25, 0,50, 0,75 e 1,00).

LV x=2500m
1T —o—p=0.10
B =025

—=— (=050
(=075
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Fonte: Autoria prépria, 2018.
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Na Figura 6.2, que representa uma distancia de 250 m, uma diminui¢cao no parametro
produz um aumento na concentragao na regiao da altura da fonte. A figura 6.3, que
representa uma distancia de 2.500 m, exibe um efeito similar, mas com uma maior ho-
mogeneizagao da concentragao na diregao vertical. O parametro controla efetivamente o
efeito difusivo da dispers@ao de poluentes na atmosfera. A figura 6.4 e 6.5 mostra a con-
centragao integrada do vento cruzado como uma fung¢ao da distancia da fonte para varios
valores de av e 3.

Figura 6.4: Concentragao integrada ao vento de nivel do solo em fun¢ao da distancia da fonte:
a) a = 1,00 e § = 0,10, 0,25, 0,50, 0,75 e 1,00.

14 — : :

c(x,0)/Q (107'sm?)

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

X (m)

Fonte: Autoria propria, 2018.
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Figura 6.5: Concentragao integrada de nivel cruzado no nivel do solo em fun¢ao da distancia da

fonte o = 0,96, 0,98 ¢ 1,00 e 8 = 0,5, 0,75.

14 L] | L] T | T | L] | L]
- p=050 |
a=0.96
124 /RS =098
] v = =100
|1 N p=075 |
10 i . a=0.96
& A s o— o =0.98 1
£ 8- . — =100
‘I'D T * l ' ' " ! 7
-.‘__. . . ] —' ' |
g & T i
E:_ ‘; - - =
T 44 7
2 - i
] |

0 T 'I L] | T | T | T I T [ T 'I L

0 200 400 600 800 1000 1200
x(m)

Fonte: Autoria propria, 2018.

1600 1800

A figura 6.4 mostra que, diminuindo o valor de (3, o pico de concentracao pode ser des-

locado para distancias maiores da fonte, mas o valor da concentragao de pico nao muda.

No entanto, na Figura 6.5, podemos ver uma ligeira diminui¢ao na concentracao de pico

quando « diminui, mas o nivel de concentracao mais longe da fonte aumenta. Isso é

mais pronunciado no valor mais baixo de 5. E importante demonstrar a influéncia do

parametro 5 na concentracao no nivel do solo. Este efeito é mostrado na Figura 6.6.
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Figura 6.6: Concentragao no nivel do solo em fungao de f.
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Autoria propria, 2018.

E claramente aparente que o [ efetivamente influéncia a concentracao integrada pelo
vento cruzado no nivel do solo. Portanto, a fracao § é um parametro de controle para a
intensidade do fluxo secundério. As concentracoes observadas sao comparadas com as de

simulagoes com velocidade do vento U5 e a = 0.98 para varios [ na Figura 5
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Figura 6.7: Diagrama de dispersao observado e previsto das concentragoes no nivel do solo com

a = 0,98 e U5 para valores diferentes de 5 (0,10, 0,25, 0,50, 0,75 e 1,00). Linhas pontilhadas
indicam um fator de dois.
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Fonte: Autoria propria, 2018.

A concentragao integrada de vento cruzado com coeficiente de difusdo turbulento cons-
tante modelada sob as condi¢oes moderadamente instéveis do experimento de Copenhagen
¢ muito bem representada usando § = 0.50, com todos os pontos de dados entre as li-
nhas pontilhadas (representando um fator de dois). A andlise a seguir é uma avaliagdo
estatistica das simulagoes do modelo em comparagao com os dados 2D experimentais dos
experimentos de Copenhagen. O objetivo é verificar a influéncia do parametro fracionario
() e do termo de retencao (f) e comparar nossos resultados com os de outros modelos.

O desempenho do modelo é avaliado estatisticamente usando o procedimento descrito por
(HANNA; PAINE, 1989) e as seguintes métricas:

Os indices estao descritos a seguir: o e p indicam as quantidades observadas e preditas,

respectivamente, C' é a concentracao de poluente e é o o desvio.

1. Erro quadratico Médio Normalizado Nmse, definido como:
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(Co—Cp)°
NmS@ZZTC{;

Informa sobre todos os desvios entre concentragoes simuladas nos modelos C, e
concentragoes observadas (. E uma estatistica adimensional, Quanto mais proximo

de zero, maior é a confiabilidade do modelo.

2. Desvio Fracional (Fb):

 G-Cr

Este coeficiente informa a tendéncia do modelo de superestimar ou subestimar as
concentragoes observadas. Quanto mais proximo de zero, maior é a confiabilidade

do modelo.

3. Desvio Padrao Fracional (Fs):

Og — O,

Fs=2—""

op + 0y

onde oy e o, representam, respectivamente, os desvios padroes das concentragoes
observadas e simuladas. Este indice compara variabilidades dos dados observados e
modelados. Quanto mais proximo de zero, maior é a confiabilidade do modelo.

4. Fator de 2 (FAT?2) representa a fracao de dados que estao entre 0.5 < (C,/C,) < 2.
Quanto mais proximo de 1 estiver este valor, maior é a confiabilidade do modelo.

5. Coeficiente de Correla¢ao (Cor): definido como

(Co - 60)<Cp B ép)

000p

Cor =

Este indice representa o grau de concordancia entre as variaveis comparadas. Quanto

mais proximo de 1 estiver este valor, maior é a confiabilidade do modelo.

Onde os indices o e p se referem as quantidades observadas e previstas, respectivamente,
e um overbar indica um valor médio. O indice estatistico FB reflete se as quantidades
esperadas subestimam ou superestimam os valores observados. O indice estatistico NMSE

representa a dispersao da saida do modelo em relacao a dispersao de dados. Espera-se que
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os melhores resultados fornegam valores préoximos de zero para os indices NMSE, FB e F'S,
e proximos de 1 para os indices COR e FAT2. Observe que o experimento de Copenhague
fornece dados de velocidade do vento em duas alturas distintas: 10 m (Uyg) e 115 m (Uyys).
Portanto, é possivel analisar a solu¢ao obtida neste trabalho e a influéncia da altura das
medidas de velocidade do vento no processo de dispersao. As tabelas 6.2 e 6.3 apresentam
os resultados estatisticos do modelo representado por (5.61) para diferentes valores de «

e [ e para a velocidade do vento medida em alturas de 10 m e 115 m.

Além disso, apresentamos os resultados fornecidos por outros modelos: Modelo 2 refere-
se & metodologia ADMM (Técnica Multicamada Advecgao-Difusao) com coeficiente de
difusdo parasitas dependentes de x e z (turbuléncia ndo homogénea na diregao vertical),
mas usando um coeficiente de difusdo média turbulenta em a diregao x (COSTA, 2007) e
uma velocidade do vento U com um perfil semelhante; O modelo 3 refere-se & metodologia
GILTT (Técnica Integral de Transformagcao de Laplace generalizada) (MOREIRA et al.,
2009), também com coeficiente de difusdo de vortice dependente da diregao vertical z,

mas com um perfil de velocidade do vento U dado por uma lei de poténcia.

Tabela 6.2: Resultados dos indices estatisticos para o Experimento de Copenhagen para u.(;15)

Modelo 1 NMSE | COR | FA2 | FB FS
a = 1.00 3 =0.10 032 | 032 | 0.78 [-0.11 0.12
a = 1.00 | B =0.25 | 010 | 0.81 | 091 |-0.03  |o0.24
a = 1.00 | B =0.50 | 012 | 0.87 | 0.96 | 0.17 | 0.28
a = 1.00 | B =0.75 | 021 | 0.87 | 0.96 | 0.17 | 0.28
a =100 | B =1.00 | 032 | 0.87 | 0.78 | 0.43 | 0.43
Modelo 2 | ADMM (COSTA, 2007) | 0.06 | 0.89 | 1.000 | 0.02 | 0.09
Modelo 3 | GILTT (MOREIRA et al., 2009) | 0.09 | 0.85 | 1.000 | 0.11 | 0.13
a=0.99 | B =0.10 | 036 | 026 | 0.78 | 0.11 | 0.10
a =099 | B =025 | 010 | 0.79 | 0.87 | 0.04 | 0.25
=099 | B = 0.50 | 0.11 | 0.86 | 1.000 | 0.14 | 0.27
a=0.99 | B =075 | 018 | 0.87 | 0.91 |0.28 | 0.34
a =099 | B =1.00 | 028 | 087 | 0.83 | 0.39 | 0.41
a =098 | B =0.10 | 040 | 0.20 | 0.74 | 0.09 | 0.06
=098 | B =025 | 012 | 0.76 | 0.87 | 0.05 | 0.25
a=0.98 | B =0.50 | 010 | 0.86 | 1.000 | 0.12 | 0.27
a=0.98 | B =075 | 017 | 0.87 | 0.91 |0.25 | 0.33
a =098 | 8 = 1.00 | 025 | 0.87 | 0.87 | 0.36 | 0.40
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Tabela 6.3: Resultados dos indices estatisticos para o Experimento de Copenhagen para u.(jq) -

Modelo 1 NMSE | COR | FA2 | FB FS

a = 1.00 3 =0.10 0.76 | 0.73 | 0.30 | -0.73 -0.41
a = 1.00 | B =0.25 | 040 | 0.84 | 0.65 | -0.52 -0.40
a =100 | B = 0.50 | 017 | 0.85 | 0.87 |-0.27 | -0.25
a = 1.00 | B =0.75 | 010 | 0.85 | 0.91 |-0.09 -0.12
a = 1.00 | B =1.00 | 0.09 | 0.85 | 0.96 | 0.04 -0.03
Modelo 2 | ADMM (COSTA, 2007) | 0.06 | 0.89 | 1.000 | 0.02 | 0.09
Modelo 3 | GILTT (MOREIRA et al., 2009) | 0.09 | 0.85 | 1.000 | 0.11 | 0.13
a =099 | B =0.10 | 079 | 0.69 | 0.30 | -0.74 -0.40
a=0.99 | B =025 | 043 | 0.84 | 0.65 | -54 -0.40
a=0.99 | B = 0.50 | 019 | 0.85 | 0.89 |-0.29 -0.27
a=0.99 | 8 =075 | 011 | 0.85 | 091 |-0.13  |-0.14
a =099 | B = 1.00 | 0.09 | 0.85 | 0.96 | 0.00 -0.05
a =0.98 | B =0.10 | 081 | 0.65 | 0.26 | -0.75 -0.39
a =098 | B =025 | 046 | 0.84 | 0.61 |-0.56 -0.40
a =098 | B = 0.50 | 022 | 0.85 | 0.87 |-0.33 | -0.28
a=0.98 | B =075 | 012 | 0.85 | 0.87 |-0.16 -0.17
a =0.98 | B = 1.00 | 0.09 | 085 | 0.91 |-0.04  |-0.08

Em relagao ao modelo proposto neste trabalho, a Tabela 6.2 e 6.3 indica que o melhor
resultado em comparagao com os outros modelos é obtido com valores de parametros de
a = 0.98, 8 = 0.50, e velocidade do vento U115, ja que d4 o menor valor de NMSE (0,10)
e FAT2 de 100% é igual a (1,00). O resultado com o = 0.99 e 5 = 0.50 ¢ muito similar. O
pior resultado ocorre com o = 0,98 e a velocidade do vento U10, pois tem o maior NMSE
(0,81) e o menor FAT2 (0,26). O fato de os parametros fisicos ndo dependerem explicita-
mente da variavel z, que é influenciada pela superficie da Terra, nao afeta a metodologia
proposta, pois essa falta de turbuléncia nao homogénea na direcao vertical é compensada
de alguma forma pela variacao de « e 5. Isto é confirmado pela comparagao entre o mo-
delo proposto e os resultados dos Modelos 2 e 3 (ADMM e GILTT, respectivamente), que
consideram a falta de homogeneidade na direcao vertical e sao modelos mais complexos
em relacao ao seu desenvolvimento e implementagao computacional. O modelo proposto
neste estudo é mais simples e facil de implementar e permite a analise explicita de seus

parametros fisicos devido as suas caracteristicas analiticas.
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Conclusao

A presente pesquisa obteve uma solugao analitica da equacgao de difusao-advecgao fracio-
naria com a Lei de Fick modificada através do método da decomposigao por Laplace (HE
et al., 2008) e comparou os resultados simulados com dados experimentais da literatura.

Para obter essa solucao, o MDL e o fechamento de fluxo duplo foram aplicados simul-
taneamente e combinados com o conceito de derivadas fracionarias. Mostramos que o
efeito de memoria, que normalmente s6 é considerado quando coeficiente de difusao é
dependente da distancia da fonte, é vital tanto para o fechamento da turbuléncia quanto
para os derivados fracionarios. Este é um resultado interessante, porque os problemas de
dispersao na atmosfera geralmente levam em conta apenas o efeito de memoria para a

coeficiente de difusdo turbulenta.

Os melhores resultados de simulacao para o experimento de Copenhagen, em comparagao
com os outros modelos, foram obtidos com = 0,95, = 0,50, e velocidade do vento U;s.
Estes parametros deram o menor NMSE (0,10) e o maximo FAT2 de 100% (1,00). No
entanto, simulagoes com = 0,99 e = 0,50 deram resultados muito semelhantes. O pior
resultado ocorreu com = 0,98 e velocidade do vento Ujp, dando o maior NMSE (0,81) e o

menor FAT2 (0,26).

O fato de os parametros fisicos do modelo (coeficiente difusao e velocidade do vento) nao
dependerem explicitamente da variavel z, que é influenciada pela superficie da Terra, nao
afeta a metodologia proposta, pois essa falta de turbuléncia nao homogénea na diregao
vertical é de alguma forma compensado pela variacao de e. Isto é confirmado pela compa-
racao entre o modelo proposto em nosso estudo e os resultados de ADMM e GILTT, que
consideram a nao homogeneidade na direcao vertical e sao modelos mais complexos. O
modelo proposto neste trabalho é mais simples e facil de implementar, e permite a analise
explicita de seus parametros fisicos devido as suas caracteristicas analiticas. Em termos
praticos, verificamos que nao houve vantagem em utilizar uma difusao turbulenta que é
dependente de x e z simultaneamente no processo de dispersao, considerando as condic¢oes

meteorolégicas do experimento de Copenhagen.

Este trabalho é um passo para resolver a equacgao difusao-advec¢ao com parametros fra-
cionarios nos termos difusivos e turbuléncia nao homogénea na direcao vertical. Isso é
um desafio, mas nossos resultados mostram que os novos modelos devem levar em conta
os aspectos fundamentais da modelagem fracionaria como uma generalizacao dos célculos

que conhecemos atualmente.
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Neste contexto, ficou enfatizado que, para situagoes mais complexas de dispersao de po-
luentes na atmosfera deve-se recorrer a modelos numéricos. Entretanto, as solugdes ana-
liticas sao sempre necessarias para uma rapida anélise, além de serem faceis de gerenciar
as principais variaveis envolvidas no processo de modelagem, servindo como uma exce-
lente ferramenta para a avaliacao dos resultados dos modelos numéricos mais sofisticados.
Além disso, é possivel dizer que, com este procedimento, a solucao analitica da equacao
de difusao-advecgao obtida representa uma poderosa ferramenta para calcular o campo
de concentracao de poluentes, permitindo uma melhor compreensao do processo de dis-
persao com menor esforco computacional devido a caracteristica analitica do modelo. No
entanto, futuramente a solugdao aqui obtida podera ser testada em outros experimentos
da literatura, com particular atencao as distancias mais proximas da fonte. Logicamente,

outros problemas fisicos poderao ter uma influéncia mais significativa.

Por fim, convém mencionar que no ambito deste trabalho, a metodologia MDL combinado
com perturbagao por homotopia apresentou uma solucao simples e direta apresentando
convergéncias com poucas interacoes, a partir da décima interacao ¢ notoéria convergéncia
do modelo. A avaliacao do indice estatistico desse modelo apresentou melhor resultado
quando essa metodologia foi combinada com derivadas fracionarias, ou seja, seu fator de 2,
coeficiente de correlagao e seu erro quadratico médio apresentaram um bom desempenho

conforme expresso no trabalho.

Findo esta dissertacao ciente das contribuicoes que a mesma traz para este locus de pes-
quisa que envolve uma solucao analitica para a equacgao de difusao-advec¢ao considerando
o modelo evolutivo bi-fluxo, combinando o método de decomposicao de Laplace com de-

rivadas fracionérias e sua aplicagao em problemas de dispersao de poluentes atmosféricos.
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