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Resumo

O enovelamento de proteinas é um processo complexo que envolve muitas
interagoes diferentes entre suas sub-unidades (aminoacidos) e com o meio
solvente, assumindo uma estrutura tridimensional, ou estrutura nativa, a
medida que a energia livre é minimizada. O calculo fracionério é uma ferra-
menta de modelagem para descrever o comportamento de sistemas comple-
xos envolvendo memoria, efeitos nao-locais e fractalidade. Neste projeto,
propusemos uma nova abordagem teorica para o dobramento das proteinas
de repeticao em tandem supondo a existéncia da evolucao em baixo nivel
fracionario. O trabalho de tese consiste na modelagem de processos fisicos
em que a fractalidade é baixa, ou seja, a ordem das derivadas fracionarias
nas equagoes diferenciais estd muito proximo de um numero inteiro, e obe-
dece a uma versao fracionaria da equacao de Fokker-Planck nao linear.
A solucao estacionaria desta equacao esta relacionada a perturbacoes de
formas entrdopicas nao extensivas, a exemplo de uma deformacao da ¢-

gaussiana.

Palavras-chave: Enovelamento, Repeticao em Tandem, Fractalidade, En-

tropia de Tsallis, Fokker-Planck, Derivada Fracionaria.



Abstract

Protein folding is a complex process which involves many different inte-
ractions between its subunits (amino acids) and with the solvent medium,
assuming a three-dimensional structure, or native structure, as free energy
is minimized. Fractional calculus is a modeling tool to describe the beha-
vior of complex systems involving memory, nonlocal effects, and fractality.
In this project, we propose a new theoretical approach for the doubling
of the tandem repetition proteins assuming the existence of the evolution
in low-level fractionalality. The work of thesis consists of the modeling
of physical processes in which the fractality is low, that is, the order of
the fractional derivatives in the differential equations is very close to an
integer, and obeys a fractional version of the nonlinear Fokker-Planck equa-
tion. The stationary solution of this equation is related to perturbations of

non-extensive entropic forms, as in the case of a g-gaussian deformation.

Keywords: Folding, Tandem Repeats, Fractal, Fokker-Planck, Tsallis En-

tropy, Fractional Derivative.
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Introducao

“One might encounter instances where using a function without derivative
would be simpler than using one that can be differentiated. When this hap-
pens, the mathematical study of irregular continua will prove its practical
value”.

Jean Baptiste Perrin

1.1 Introducao

Um dos grandes desafios nas ciéncias como a matematica, a fisica, a
biologia, a quimica e a farmacologia é o problema do enovelamento de
proteinas, que é a tarefa para prever a estrutura nativa da proteina so-
mente a partir da sequencia de aminoacidos. A aquisicao da informacao
da sequéncia é um procedimento rapido e simples e estd disponibilizada
em bancos de dados virtuais. Como, por exemplo, a determinacao expe-
rimental da estrutura tridimensional assumida por uma proteina é lenta e
limitada a proteinas que podem ser cristalizadas numa forma adequada ou
sao suficientemente pequenas para ser resolvida por solugao ou ressonancia
magnética nuclear (RMN) de estado sélido e em alguns casos por homolo-
gia (SHORTLE, 1996). Por conseguinte, sdo necessérios algoritmos capazes
de traduzir a informacao linear dada pela sequéncia de proteina para a
informacao espacial definindo a estrutura nativa.

O chamado paradoxo Levinthal (DILL, 1999) é tradicionalmente invo-
cado para explicar por que o problema do enovelamento de proteinas é tao
desafiador. Considerando-se, de acordo com a hipé6tese de Anfisen (AN-
FINSEN et al., 1954; ANFINSEN, 1973; WOOLEY; YE, 2007), que o estado
nativo de uma proteina corresponde a um minimo de energia livre glo-
bal, a dobra atinge este minimo entre um grande niimero de conformacoes.
Pode-se estimar que, para uma dada proteina com 100 aminoacidos, em

que os aminoacidos podem assumir, por exemplo, trés conformacoes dife-
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rentes, ha , aproximadamente 10*', estados disponiveis. Supondo que a
proteina acha seu estado nativo por busca aleatéria, visitando um estado a
cada picosecondo (107!2 do segundo), esta pesquisa pode levar mais tempo
do que o dobro da idade estimada do universo (4,3 x 10! segundos desde
o Big Bang). As proteinas normalmente enovelam-se em um intervalo de
tempo de microssegundos a segundos. Assim, se o calculo da energia de
uma unica conformacao tomou um picossegundo, o estado nativo de uma
proteina nao pode ser calculado a partir de pesquisa aleatoria.

Uma parte significativa das proteinas tem segmentos repetidos de amino-
acidos podendo ou nao ser multiplos inteiros. Cerca de 14% de todas as
proteinas (MARCOTTE et al., 1999) possuem segmentos repetidos de estru-
turas primarias. Segundo Pellegrini, em medicoes no banco de dados de
proteinas UniProt (APWEILER et al., 2004; PELLEGRINI; RENDA; VECCHIO,
2012), existe 25% das proteinas com repetigdo de comprimento de pelo
menos 20 aminoacidos.

Encontrar essas proteinas de repeticao envolve o desenvolvimento de
algoritmos otimos para identificar estas regioes. Tais repeticoes de ami-
noacidos quando ocorrem in tandem (lado a lado) desencadeiam estru-
turas terciarias regulares, exatamente pela sua multiplicidade, de varios
tamanhos e funcoes, acarretando em diversas classificacoes de familias
de proteinas de repeticdo (ANDRADE; PEREZ-IRATXETA; PONTING, 2001).
Uma grande vantagem das proteinas de repeticao sao seus percursos do-
braveis, que sao passiveis de projetar (MOSAVT et al., 2004), em geral nao
encontrados nas proteinas globulares. Para compreender a melhor rota do
enovelamento das proteinas se faz necessario elaborar ferramentas para de-
duzir ou predizer a estrutura tridimensional da sequéncia de aminoacidos.

A fractalidade das proteinas é determinante como ferramenta para en-
tender o enovelamento das proteinas segundo o trabalho Moret et al. (2005)
ao analisar a dimensao fractal das cadeias de proteinas globulares em di-

ferentes sistemas moleculares, independentemente do nimero de graus de

liberdade e da atividade bioldgica, a dimensao 6 = 2,47 4+ 0,03 mostra o
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quao compacta esta a proteina globular, sendo portanto uma caracteristica
métrica intriseca e universal. Além disso, a dimensao fractal é diferente
para estruturas com ou sem ligacoes de hidrogénio (HELMAN; CONIGLIO;
TSALLIS, 1984; MORET et al., 2001), e os métodos fractais ajudam a identifi-
car estes diferentes estados de um mesmo sistema de acordo com diferentes
escalas.

O enovelamento de proteina é um problema de grande relevancia in-
terdisciplinar. A razao é que uma proteina de qualquer tamanho razoavel
tem um numero impressionante de formas que pode adotar. No banco de
dados de proteinas (PDB), a informagcao priméria armazenada no arquivo
PDB consiste em arquivos de coordenadas das moléculas bioldgicas. Esta
disponivel em dominio publico (http://www.rcsb.org) e contém cerca
de 113586 proteinas com resolugao atémica (em setembro de 2016) e este
ndmero continua crescendo.

Uma das questoes mais importantes acerca do mecanismo de enove-
lamento protéico, que apresenta grande relevancia na industria biotec-
noldgica, é a competicao entre as vias de enovelamento produtivas, que
geram proteinas enoveladas e funcionais e as vias de agregacao, que levam
ao aparecimento de agregados protéicos insoluveis (RUDOLPH; LILIE, 1996).
A funcao bioldgica de varias repeticoes de aminoacidos, é em grande parte
desconhecida, mas a sua ocorréncia em proteinas tem sido associada a mais
de 20 doengas hereditarias (LOBANOV et al., 2016).

Uma proteina pode ser vista como uma colecao de atomos conectados
uns aos outros. Um par de atomos sempre estara sujeito a forcas intermo-
leculares associadas (em geral, forcas harmonicas ou eldsticas), principal-
mente, a distancia que separa seus nucles atomicos (VOET; VOET; PRATT,
2014). Ja é sabido hd muitos anos que a simulagao de modelos compu-
tacionais que levam em consideracao todos os atomos de uma proteina
sao inviaveis computacionalmente. A natureza determinista da evolucao
newtoniana de um sistema de muitos a&tomos é mascarada pela sua comple-

xidade inerente. As proteinas se organizam em estruturas tridimensionais
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especificas, através de uma infinidade de mudancas conformacionais. Mais
ainda, o enovelamento de proteina é um processo complexo (DILL; CHAN,
1997; DILL, 1999; KARPLUS, 2000; MORET et al., 2002; MORET et al., 2005;
MORET et al., 2009).

As propriedades fisicas da matéria estao relacionados diretamente com
a forma no qual os dtomos interagem entre si e com o ambiente. Neste
caso, o corpo considerado formado por um ntimero finito de particulas no
qual varia as distancias relativas entre as particulas, ou seja, um sistema
discreto deformavel. A metodologia da Dinamica Molecular é fundamen-
tada nos principios da Mecanica Classica e fornece informacoes sobre o
comportamento dinamico microscépico, dependente do tempo, dos atomos
individuais que compdem o sistema (HUANG, 2005). Para se obter as pro-
priedades macroscopicas de interesse a aplicacao da mecanica estatistica é
requerida, a qual tem a funcao de calcular propriedades observaveis ma-
croscopicas (pressao, energia interna, volume, temperatura, entropia, ener-
gia livre, etc), a partir de outras microscépicas (TUCKERMAN, 2010).

O modelo mais simplificado para o estudo do dobramento de proteinas
¢ o de sua estrutura, resultando em uma descricao muito complexa, pois
envolve informacoes sobre cada atomo da proteina. Para que esta com-
plexida de seja reduzida, alguns atomos podem ser omitidos ou agrupados
em unidades maiores de forma a serem tratados como atomos individu-
ais no modelo. Estas reducoes afetam o nivel de detalhes diminuindo a
equivaléncia visual entre as conformagoes nativas real e do modelo.

Cada particula maior é composta por particulas menores e existem
as particulas que sao responsaveis pelas interagoes entre particulas. Por
exemplo, protons e neutrons sao compostos de Quarks e o préprio elétron
é uma particula elementar que nao pode ser quebrada. A forca de atracao
entre o nucleo e os elétrons é devido a troca de “fétons”.

Em algumas situagoes fisicas tipicas, o “nivel de fractalidade” é baixo,
ou seja, a ordem das derivadas fracionarias das equacoes de evolucao se

desvia ligeiramente de um valor inteiro. Nestes fenomenos, a evolucao das
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particulas individuais é descrita por modelos deterministicos classicos for-
mulados por equagoes diferenciais que controlam a dinamica das trajetorias
de particulas individuais. Meios heterogéneos contendo particulas discretas
de varios tipos e arranjos envolvem muitas complexidades em sua mode-
lagem e caracterizagoes rigorosas, tedrica e experimentalmente (TOFIGHI,
2012). A medida que mais particulas sao adicionadas ao sistema, ha cada
vez mais interacoes, e a importancia relativa de qualquer interacao diminui
proporcionalmente.

A natureza diferenciavel dos fenomenos fisicos macroscopicos, em certo
sentido, é uma consequéncia natural da nao-diferenciabilidade e aleato-
riedade microscopica, devido ao papel-chave do teorema do limite cen-
tral (WEST; GRIGOLINI, 2010). Isso também significa que as equagoes dife-
renciais podem ser usadas novamente na escala macroscopica, mesmo que
a dinamica microscopica seja incompativel com modelos classicos normal-
mente descritos pelo calculo de ordem inteira.

Como consequeéncia, observamos a influéncia do meio ambiente na
evolucao da particula, em que sofrem influéncia explicitas tanto de in-
formagoes do passado quanto de uma vizinha proxima (em relagdo ao
ntimero total), sdo desprezadas em grandes escalas. Segundo West e Gri-
golini (2010), o caos na escala microscépica é transmitido como aleatori-
edade para o nivel macroscépico e as derivadas e integrais do calculo or-
dindrio devem substituidas por derivadas e integrais fraciondrias no nivel
macroscopico.

A natureza criou complexidade através da combinacao de um pequeno
numero de elementos simples, como os dois elementos mais comuns da es-
trutura secundaria observados em proteinas: alfa-hélice e folha-beta. Nesse
contexto, esta tese propoe analisar um conjunto de familias de proteinas
com repeticao pelo seu comportamento coletivo a partir da descricao es-
tatistica do enovelamento e propor um modelo de campo médio para estas
familias. Este problema é extremamente dificil em decorréncia do grande

nimero de graus de liberdade, visto que, as proteinas consistem em milha-
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res de atomos (VOET; VOET; PRATT, 2014) e suas trajetérias no espago de
configuracao sao essencialmente aleatorias. Em outras palavras, as séries
de dados geradas por uma unica proteina apresentam flutuagoes em uma
ampla gama de escalas. Portanto, quantidades confidveis somente podem
ser obtidas, a partir de uma simulagao, apds andlise estatistica (PTANA et
al., 2011).

Dessa forma, fica inviabilizado este estudo usando a metodologia da
Teoria do Funcional de Densidade (TFD) (DFT - Density Functional The-
ory), onde a grandeza fundamental é a Densidade Eletronica (KOHN, 1999),
pois o custo computacional cresce com o tamanho do sistema, na ordem
de n?, ou qualquer outro método quantico. Além disso, segundo Batista
et al. (2014), a TFD escolhe um funcional de densidade para determinados
sistemas, o que pode nao contribuir para uma descricao satisfatéria de cer-
tas propriedades moleculares, por exemplo, descrever sistemas fracamente
ligados (ligacoes de hidrogénio). Estes tornam seu uso limitado e restrito
a escolha do sistema em estudo. Avaliar uma propriedade universal num
conjunto de proteinas por softwares de visualizacao é uma tarefa ardua e
quase impossivel fazer inferéncias devido a escala encontrada.

Segundo Kantelhardt (2009), em situagoes de equilibrio e nao equilibrio,
as flutuagoes naturais sao frequentemente encontradas seguindo uma relagao
de escala em varias ordens de magnitude. Tais leis de escala permitem uma
caracterizacao dos dados e o sistema gerador complexo por elementos de
dimensionamento fractal, que podem servir como impressoes digitais ca-
racteristicas dos sistemas em comparacoes com outros sistemas e modelos.
Além disso, a analise fractal de sistemas protéicos tem sido muito utilizada
e explorada ha mais de trinta anos na literatura (HELMAN; CONIGLIO; TSAL-
LIS, 1984: LEWIS; REES, 1985: HAGIWARA; KUMAGAIL MATSUNAGA, 1997;
DEWEY, 1998:; MORET et al., 2001; MORET et al., 2005; MORET; ZEBENDE,
2007; DAVILA; PARES, 2007) e de trabalhos e métodos decorrentes destes,
os quais estabeleceram que a dimensao fractal (DF) pode ser considerada

como um marcador confidvel que descreve objetivamente varios parametros
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protéicos (BANERJI; NAVARE, 2013). Apesar de intimeras pesquisas sobre
proteinas globulares, pouco se conhece acerca das proteinas com repeticao
em tandem.

Diante do exposto, utilizaram-se ferramentas da mecanica estatistica
e bioinformatica para estudar o conjunto de proteinas de repeticao in tan-
dem (estudaremos as seguintes familias: Anquirina, beta-Propeller, beta-

Tetrafoil, Tetratricopeptideos, Armadillo/HEAT, Ricas em Leucina).

1.1.1 Definicao do problema

A proposta deste trabalho é combinar a estatistica de Tsallis com a
teoria fractal e cdlculo fracionario para analisar proteinas com repeticao

em tandem enoveladas.

1.1.1.1 Questoes éticas pertinentes

A presente proposta de pesquisa estd em com consonancia com a re-
solucao n° 466,/2012 do CNS pois envolve apenas dados de dominio ptiblico
de acesso irrestrito do PDB e portanto nao necessita de aprovacao por parte
do Sistema CEP/CONEP.

1.1.2 Objetivo

Investigar modelos mecanico estatisticos que permitam a analise e in-
terpretacao das propriedades fractais de sistemas reais como as proteinas
de repeticao, de maneira a fornecer informacoes mais adequadas sobre suas

propriedades fisicas.

1.1.2.1 Objetivos Especificos

1. Analisar como as familias das proteinas de repeticao em tandem se

compactam utilizando vérias leis de escala;

2. Avaliar propriedades das proteinas a partir do calculo fracionéario uti-

lizando a derivada de Caputo;
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3. Avaliar as propriedades das proteinas que podem ser explicadas pela

criticalidade auto-organizada (self-organized criticality - SOC);

1.1.3 Importancia da Pesquisa

Um dos principais problemas da industria farmacéutica estd no de-
senvolvimento de novos métodos computacionais para a sintese de novas
proteinas e, por conseguinte, de novos farmacos. Entender a estrutura
protéica a partir da sequéencia de aminoacidos que se repetem pode abrir
espagos para investigar métodos de sintese de proteinas, pois conforme ja
pontuamos a funcao biolégica de varias repeticoes de aminoacidos tem sido
associada a mais de 20 doengas hereditarias (LOBANOV et al., 2016).

1.1.4 Limites e limitacoes

Este trabalho se concentra em séries temporais de massas e raios de
1213 proteinas que possuem repeticao lado a lado em sua sequéncia primaria.

As proteinas foram extraidas do banco de dados virtual de dominio piblico
- PDB (URL http://wuw.wwpdb.org/).

1.1.5 Questoes e hipdteses

A simulacao de modelos atéomicos envolvem muitos parametros e apro-
ximagoes. Segue uma lista de aproximacoes seguidas neste trabalho e mo-

delos como nucleacao, difusao-colisao e colapso hidrofébico.

1. A hipdtese termodinamica: considera que a estrutura tercidria re-
sulta exclusivamente de interacoes entre aminoacidos e o meio sol-
vente, maximizando uma funcao de caracter utilitario e a natureza

fisico-quimica.

2. Na estrutura terciaria, os atomos ficam situados em posicoes especificas

espaciais e univocos.



http://www.wwpdb.org/
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. Um grupo de residuos vizinhos comeca a formar a estrutura secundéaria
nativa, que se propaga a toda a cadeia de uma maneira gradual. A
estrutura terciaria surge entao como consequéncia da estrutura se-

cundaria.

. Os elementos de estrutura secundaria formam-se cedo durante a do-
bragem e, independentemente, a partir da estrutura terciaria, em se-
guida, difundem-se até colidirem e sucessivamente coalescem para dar

a estrutura terciaria.

. O primeiro evento durante a dobragem é o colapso da cadeia poli-
peptidica, conduzido pelo efeito hidréfobo. Apds o colapso, a cadeia

reorganiza-se localmente para formar a estrutura secundaria nativa.

. Sistemas complexos podem ser reduzidos a uma aproximacao de campo

médio.

. O processo de enovelamento da proteinas tem baixo nivel fracionario.
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Capitulo Dois m———

Estruturas de Proteinas

“Science may be described as the art of systematic over simplification.”

Karl Popper

2.1 Biologia computacional

A biologia computacional compreende a utilizacao de técnicas com-
putacionais e matematicas para a resolugao de problemas no dominio da
Biologia. A previsao da estrutura tridimensional de proteinas é um dos

problemas pesquisados na biologia computacional.

2.1.1 Atomos e moléculas

Os atomos sao as unidades fundamentais dos sistemas moleculares, que

no caso de proteinas, ficam restritos a quatro tipos de atomos: Carbono
(C), Oxigénio (O), Hidrogénio (H) e Nitrogénio (N).

2.1.2 Geometria da molécula

A geometria de uma molécula descreve como os atomos das moléculas
estao organizados no espaco. Uma molécula pode ter diversas conformacoes
(possiveis organizagdes de dtomos no espago 3D). Propriedades quimicas e

estabilidades de moléculas também dependem de sua geometria.

2.1.3 Coordenadas dos atomos e Sistema de coordenadas car-
tesianos

A posicao de atomos no espaco 3D pode ser descrita por coordenadas
cartesianas. As coordenadas geralmente sdo expressas em Angstrom. O

comprimento de um Angstrom é definido como 1 x 107 m. Cada &tomo
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é descrito como pontos no espaco 3D com trés coordenadas x,y e z. Por
exemplo, a Tabela (2.1) apresenta as coordenadas do aminoacido Glicina

no arquivo 1AP7.pdb.

Tabela 2.1: Coordenadas da Glicina, primeiro aminoacido da proteina PDB ID 1AP7.

X y Z
-34.451 -21.600 3.949
-34.055 -21.304 2.544
-32.553 -21.190 2.376
-31.799 -21.354 3.335
-34.420 -22.095 1.905
-34.512 -20.373 2.242
-33.886 -21.027 4.608
-35.458 -21.380 4.091
-34.293 -22.607 4.160

a=jiasiiasianilsrHON@N@ N

Fonte: PDB!.

2.1.3.1 Aminodcidos

Aminoacidos sao moléculas com uma estrutura basica comum, que con-
siste em um atomo de carbono alfa (C,, também chamado de carbono cen-
tral), um atomo de hidrogénio (H), um grupo amina (NHs) e um grupo
carboxila (COOH). Como o grupamento carboxila é acido, a molécula re-
cebe a designacao de aminodcido. A estrutura possui uma cadeia lateral
ou residuo (R) que é varidvel, sendo este tltimo o responsavel pelas pro-
priedades quimicas de cada aminoécido.

A ligacao entre dois aminoacidos sempre acontece da mesma forma: o
grupo amina de um aminoacido liga-se ao grupo carboxila de outro, com
a saida de uma molécula de agua. A substancia formada na uniao de dois
aminodacidos é um dipeptideo. A ligacao quimica que mantém a uniao entre
eles chama-se ligacao peptidica. Cadeias com 10 ou menos aminoacidos
sao oligopeptideos. Cadeias maiores sao chamadas de polipeptideos. O

nuamero de ligacoes peptidicas de uma proteina depende da quantidade de

! Disponivel em: <https://www.rcsb.org/pdb/explore/explore.do?structureld=1ap7> Acesso
em ago. 2015.

12


 https://www.rcsb.org/pdb/explore/explore.do?structureId=1ap7

Estruturas de Proteinas 2.1. Biologia computacional

Figura 2.1: Formacao de um dipeptideo a partir de dois aminoacidos com a perda de uma
molécula de agua.

Aminoacido (1) H Aminoacido (2)
H I 3 H
R —clz—c/g ) —clz—c/\@
/ D / 7
H I (@) H | @
R * R
Ligacio peptidica t —
u | ‘
da
H H | /© | @ ‘
H | — C—C
N\ Ve B \H /
Y <0 ,
| < R Agua
R

Fonte: Adaptada de Voet, Voet e Pratt (2014).

aminoacidos que ela possui. O nome deriva de peptos, palavra grega para
digestao, pois esta ¢ a ligagao quebrada na digestao das proteinas.

Os aminoacidos sao indicados quer por uma letra ou por trés letras.
O aminoacido Glicina, por exemplo, é rotulado como Gly ou G. Ha vérias
maneiras para classificacdo de dcidos aminados?. Uma sequéncia de amino
acidos pode entao ser obtida por simples agrupamentos de 20 letras do
alfabeto

A={G APV, L, I,M,F,YW, ST C,N,Q,K,H,R,D,E}. (2.1)

2.1.8.2 Proteinas

Proteinas sao formadas por longas sequéncias de agrupamentos de
aminoacidos, ligados covalentemente entre si por ligacao peptidica que se
enovelam em uma estrutura tridimensional altamente especifica. A funcao

de uma proteina pode ser categorizada em cinco propésitos biologicos dife-

2A Tabela (2.2) apresenta a divisio em cinco grupos baseando-se em suas interacdes com a dgua, o
seu solvente natural.
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Tabela 2.2: Nomes, abreviaturas e simbolos dos 20 aminoacidos protéicos e seus respecti-
vos codigos de trés e de uma letra. As colunas H, P, N, +ve e -ve para hidrofobicidade,
polar, neutro, positivo e negativo, respectivamnte.

Aminoacido|3 letras|1 letra|H|P |N|+4ve|-ve Formula
1| Glicina ay | G |y NH,—CH,—COOH
2| Alanina ALA A |y CH;—CH(NH,)—COOH
3| Prolina PRO P |V NH—(CH,);—CH—COOH
4| Valina VAL | V| (CH3)2-CH-CH(NH2)-COOH
5| Leucina LEU | L | (CH,),— CH—CH,—CH(NH,)—COOH
6|Isoleucina ILE I Vv CH3;—CH,—CH(CH;3)—CH(NH,)—COOH
7| Metionina MET | M | CH;—S—(CH,),—CH(NH,)—COOH
8 |Fenilalanina PHE F Vv CoH{1N;0,
9| Tirosina TYR Y vV CyH{;N,054
10| Triptofano TRP W |V C11H15N50,4
11|Serina SER S VIV HO—CH,—CH(NH,)—COOH
12| Treonina THR T VIV CH3;—CH(OH)—CH(NH,)—COOH
13| Cistefna cYs | ¢ IV HS—CH,—CH(NH,)—COOH
14| Asparagina ASN N VIV H,N—CO—CH,—CH(NH,)—COOH
15|Glutamina | GLN | Q VIV H,N—CO—(CH,),—CH(NH,)—COOH
16| Lisina LYS K NI H,N—(CH,),—CH(NH,)—COOH
17| Histidina HIS H vV Vv NH—CH=N—-CH=C—CH,—CH(NH,)—COOH
18| Arginina ARG | R NI HN=C(NH,)—NH—(CH,)s—CH(NH,)—COOH
19| Aspartato ASP D Vv Vv HOOC—CH,—CH(NH,)—COOH
20| Glutamato GLU E vV vV HOOC—(CH,),—CH(NH,)—COOH

Fonte: Adaptada de Voet, Voet e Pratt (2014).

rentes inclusive estrutura, transporte, mensageiro, enzimas, e anti-corpos.
A funcao biolégica de uma proteina origina-se do numero, ordem e orga-
nizagao estrutural de aminoacidos na cadeia.

Embora exista um ntmero imenso de proteinas, todos elas comparti-
lham uma caracteristica principal, sua estrutura, uma vez que, apesar de
serem moléculas flexiveis de grande tamanho, quando comparadas a ou-
tras moléculas, como a dgua ou uma molécula de glicose, muitas delas tem
capacidade para adquirir uma conformacao especifica, e somente sob essa
conformacao sao biologicamente ativas.

A conformacao da proteina biologicamente ativa é chamada de estado
nativo da proteina. Quando elas perdem essa conformacao adequada, sua
atividade biol6gica diminui consideravelmente, chegando em muitos casos a
ser insignificante (HA; BHAGAVAN, 2011; NELSON; COX, 2014; VOET; VOET;
PRATT, 2014; FINKELSTEIN; PTITSYN, 2016). Precisamente, a versatilidade
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funcional existente nas proteinas depende da configuracao que adotam e
das moléculas com as quais eles interagem. Esta caracteristica tem sido
utilizada em toda a evolucao por diferentes organismos para regular a mai-
oria das reacoes que ocorrem dentro dos seres vivos. Por esta razao, sabe-se
que existe uma relacao direta entre a estrutura das proteinas e sua funcao
bioldgica. A sua atividade biologica depende de sua forma.

Conhecer a estrutura das proteinas é importante nao apenas para en-
tender como elas sao formadas quimicamente, mas sim porque sua estru-
tura confere sua funcao. Muitas vezes, quando as proteinas sao aquecidas
a elevadas temperaturas, algumas interacoes quimicas sao rompidas e essas
moléculas perdem sua forma. Dessa forma, também deixam de desempe-
nhar sua funcao. Esse processo é chamado de desnaturacao.

Ao considerarmos niveis mais elevados de organizacao estrutural, as
proteinas sao organizadas em dois grupos principais: as proteinas fibrosas,
que possuem cadeias polipeptidicas em arranjos de folhas ou feixes, e as
proteinas globulares, que possuem cadeias polipeptidicas enoveladas em
formas esféricas ou globulares. Elas podem formar filamentos, laminas (ou
folhas), anéis ou esferas.

Os dois grupos sao estruturalmente distintos: as proteinas fibrosas,
em geral, desempenham papel estrutural e sao compostas de unidades re-
petitivas que se associam, permitindo a formacao de grandes estruturas;
as proteinas globulares costumam conter diversos tipos de estruturas se-

cundarias.

2.1.8.8 FEstrutura primdria - A Cadeia Polipeptidica

Estrutura primaria da proteina descreve a cadeia de aminoacidos que
compoem a proteina, semelhante a um colar de contas. Estes aminoacidos
sao numerados a partir do residuo N-terminal, o que reflete a forma como
os polipeptidios s@o sintetizados na célula (igualmente a partir do N-
terminal). A seguir, a Figura (2.2) apresenta 168 aminodcidos da proteina
anquirina PDB ID:1AP7 extraido do arquivo FASTA, formato padrao na
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area de bioinformatica.

Figura 2.2: Arquivo FASTA da proteina PDB ID:1B3U.

>1AP7 |Chain A|Number of amino acids 168
GSMLLEEVCVGDRLSGAAARGDVQEVRRLLHRELVHPDALNRFGKTALQVMMFGSPAVALELLKQGASPNVQ
DASGTSPVHDAARTGFLDTLKVLVEHGADVNALDSTGSLPIHLAIREGHSSVVSFLAPESDLHHRDASGLTP
LELARQRGAQNLMDILQGHMMIPM

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.1.4 FEstrutura secundaria

A estrutura secundaria da proteina descreve o arranjo espacial de ami-
noacidos préoximos entre si na sequéncia primaria da proteina (PAULING;
COREY; BRANSON, 1951). Linus Pauling foi o primeiro a prever a existéncia
de alfa-hélices, e independentemente, pela dupla Halloran (1984) como
sendo os padroes energeticamente favoraveis a existéencia do DNA. A predicao
foi confirmada quando a primeira estrutura tridimensional de uma proteina,
mioglobina foi determinada por cristalografia de raios-X por Kendrew e Pe-
rutz (1957). As duas formas mais comuns da estrutura secundéria estaveis
de uma proteina sao a-hélices (estrutura em forma de bastao) e folhas-g3,
embora existam outros padroes estruturais (ou motifs) também importan-

tes, a exemplo das [-turns.

2.1.4.1 Alfa-Hélice

Numa a-hélice o esqueleto da cadeia polipeptidica forma uma estru-
tura helicoidal com 3,6 residuos em cada volta, estabilizada por ligacoes
de hidrogénio entre cada 4 residuos, e onde todas as cadeias laterais se en-
contram viradas para fora. Existem outros tipos de hélice, nomeadamente
a m-hélice e a hélice 31y, menos estaveis e muito menos comuns do que a

a-hélice. A figura (2.3) mostra uma representagao pictérica da a-hélice.
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2.1.4.2 Folha-Beta

Numa folha-3, diferentes segmentos do esqueleto de uma cadeia poli-
peptidica, ou de cadeias diferentes, encontram-se ligados por ligagoes de
hidrogénio em que participam todos os residuos, formando uma estrutura
planar onde as cadeias laterais se encontram viradas para cima e para
baixo, e nunca interagem umas com as outras. Consoante a orientagao
relativa dos segmentos da folha-(3, esta recebe a classificacao de paralela
(segmentos todos orientados na mesma direcgao), antiparalela (segmentos
adjacentes orientados em dire¢oes opostas) ou mista. A figura (2.3) mostra

uma representacao pictorica da folha-(.

Figura 2.3: Representacao das conformacoes a-hélice e folha-(.

(b) Representagao pictérica (as setas indicam
(a) Representagdo pictdrica (cartoon). a direcao da sequéncia).

Fonte: Voet, Voet e Pratt (2014).

2.1.5 Estrutura supersecundaria

Também conhecidas como motifs estruturais, sao combinagoes especi-
ficas de elementos da estrutura secundaria, tais como a-helix hairpins e 3

hairpins.

2.1.6 Estrutura terciaria - juncao das estruturas secundarias

A estrutura tercidria da proteina descreve arranjo tridimensional global

de todos os seus atomos. Ela é formada pela combinacao de estruturas
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secundérias e supersecundérias. A estrutura é estabilizada principalmente
pelos efeitos hidrofébicos, ligagoes de hidrogénio entre cadeias polares e
forcas de van der Waals. A conformacao tridimensional que a proteina
assume no estado de minima energia ¢ conhecida como estrutura nativa.

A Figura (2.4) mostra a estrutura terciaria da proteina PDB ID 1B3U:

Figura 2.4: Estrutura terciaria da proteina PDB ID:1B3U.

Fonte: Adaptada de RCSB Protein Data Bank.

2.1.7 Estrutura quaternaria

Algumas proteinas podem apresentar duas ou mais cadeias polipepti-
dicas, cada uma denominada de “subunidades”, exibindo um nivel de orga-
nizagao estrutural a mais. Essas proteinas sao chamadas oligobmeros porque
possuem duas ou mais subunidades. A estrutura quaternaria descreve a
maneira pela qual as subunidades estao dispostas na proteina nativa.

O arranjo espacial dessas subunidades em suas formas tercidrias e suas
interagoes formam a estrutura quaternaria (HA; BHAGAVAN, 2011). Depen-
dendo da sua estrutura terciaria ou quaternaria, uma proteina pode ser
classificada como fibrosa (cadeias polipeptidicas dispostas ao longo de um
eixo, formando uma estrutura alongada) ou globular (cadeias polipeptidicas

muito compactas, formando uma estrutura esférica).
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2.1.8 Coordenadas do arquivo PDB

Desde o inicio dos anos 70, estruturas tridimensionais (3D) de macro-
moléculas sao depositadas no PDB. O formato de arquivo PDB contém
grande parte das informagdes sobre a estrutura 3D da proteina (ver Figura
(2.5)), cuja estrutura é resolvida por técnicas de raios-X ou ressonancia
magnética nuclear (RMN). Cada dtomo proteico é representado através
de uma linha no arquivo e em cada uma destas linhas estao descritas as

coordenadas (x,y, z), em angstroms, do centro de cada d&tomo da proteina.

Figura 2.5: Um excerto do arquivo PDB ID:1AP7.

ATOM 1 N GLY A 1 -34.451 -21.600 3.949 1.00 0.00 N
ATOM 2 CA GLY A 1 -34.055 -21.304 2.544 1.00 0.00 C
ATOM 3 C GLY A 1 -32.5563 -21.190 2.376 1.00 0.00 C
ATOM 4 0 GLY A 1 -31.799 -21.354 3.335 1.00 0.00 0
ATOM 5 HA2 GLY A 1 -34.420 -22.095 1.905 1.00 0.00 H
ATOM 6 HA3 GLY A 1 -34.512 -20.373 2.242 1.00 0.00 H
ATOM 7 H1I GLY A 1 -33.886 -21.027 4.608 1.00 0.00 H
ATOM 8 H2 GLY A 1 -35.458 -21.380 4.091 1.00 0.00 H
ATOM 9 H3 GLY A 1 -34.293 -22.607 4.160 1.00 0.00 H
ATOM 10 N SER A 2 -32.116 -20.908 1.162 1.00 0.00 N
ATOM 2506 CG MET A 168 29.291 3.991 15.396 1.00 0.00 C
ATOM 2507 SD MET A 168 29.787 2.282 15.683 1.00 0.00 S
ATOM 2508 CE MET A 168 31.571 2.438 15.647 1.00 0.00 C
ATOM 2509 OXT MET A 168 29.790 5.545 11.407 1.00 0.00 0
ATOM 2510 H MET A 168 27.148 5.101 12.737 1.00 0.00 H
ATOM 2511 HA MET A 168 29.119 6.500 14.421 1.00 0.00 H
ATOM 2512 HB2 MET A 168 29.269 3.705 13.292 1.00 0.00 H
ATOM 2513 HB3 MET A 168 30.672 4.566 13.889 1.00 0.00 H
ATOM 2514 HG2 MET A 168 29.815 4.627 16.094 1.00 0.00 H
ATOM 2515 HG3 MET A 168 28.227 4.076 15.563 1.00 0.00 H
ATOM 2516 HE1 MET A 168 31.865 3.026 14.792 1.00 0.00 H
ATOM 2517 HE2 MET A 168 31.908 2.923 16.552 1.00 0.00 H
ATOM 2518 HE3 MET A 168 32.017 1.456 15.579 1.00 0.00 H

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2.2. Enovelamento Protéico

2.1.8.1 Raio de Giracao

O raio de gira¢ao R, corresponde a distancia na qual deve ser concen-
trada toda a massa da cadeia que resulte no mesmo momento de inércia
de todo o corpo da cadeia, sendo muito utilizado pra indicar o grau de
compactacao da proteina. Seja uma proteina com j atomos, com vetores

posicao r;, temos .
1 J
Ry 2l x| 22)
i=1

em que ry ¢ seu centro de massa.

O raio de giracao das moléculas protéica é uma forma de expressar a
distribuicao de massa no interior do volume da molécula tendo em conta
o seu centro de massa e, portanto, diretamente relacionado com a con-
formacao molecular. Nao depende dos detalhes quimicos das cadeias, s
de sua exibilidade. Tais grandezas exibem uma propriedades universais de
escala, por exemplo, exibe um comportamento tipo lei de poténcia com o

numero de aminoacidos de uma proteina,
14
R, o< N”, (2.3)

onde v é o expoente que caracteriza o tipo de difusao subjacente ao pro-

cesso, com a seguinte classificacao

v < 3 (subdifusivo),
v = ug >0 (difusivo), (2.4)
v > 1 (superdifusivo).

2.2 Enovelamento Protéico

O problema do enovelamento consiste em predizer a conformacao na-
tiva das proteinas (conformacao de menor energia livre) sob condigoes fi-
siolégicas, fornecendo somente a sua sequéncia de aminodcidos (estrutura
priméria) (DILL, 1999). Por este motivo, a sequéncia de aminoacidos de

uma proteina, de alguma forma, dita a sua estrutura terciaria. Em geral,

20



Enovelamento Proteico

sob condicoes apropriadas, as estruturas bioldgicas nao necessitam de guias
para o seu enovelamento.

Evidéncias experimentais e modelos tedricos sugerem que o enovela-
mento de proteinas é iniciado com fragmentos especificos que adotam con-
formagoes préoximas a encontrada na estrutura nativa da proteina. Esses
sitios, onde se inicia o enovelamento, podem ser estudados por dinamica
molecular, como no estudo realizado por Prévost e Ortmans (1997) com o
fragmento de Barnase formado pelos residuos 85 a 102, os quais se enove-
lam formando um “beta-hairpin”. O conhecimento dos passos iniciais do
processo de enovelamento permitird uma melhor compreensao do processo
como um todo. Esses eventos iniciais dificilmente serao observados por
métodos cinéticos, ja que muitos desses ocorrem na ordem de milisegundos
(LEVINTHAL, 1968).

A primeira tentativa de se explicar o enovelamento de proteinas por
modelagem foi realizado por Karplus e Weaver (1976), quando propuseram
o modelo de difusao e colisao. Neste modelo, a nucleagao ocorre simultane-
amente em diferentes partes da cadeia polipeptidica gerando microestru-
turas que se difundem, associam-se e chocam-se, formando subestruturas
com a conformacao nativa. Assim, as estruturas secundarias apresentam
a capacidade de se difundirem, chocarem-se umas com as outras no po-
lipeptideo, até que a estrutura nativa esteja formada. Apds quase vinte
anos, Karplus e Weaver (1994) voltaram a usar seu modelo para expli-
car parte do enovelamento, obtendo tempos de nucleacao compativeis aos
experimentais.

Elementos estruturais secundarios como «-hélices e folhas-5 consti-
tuem os principais componentes das proteinas. Mais ainda, uma estrutura
protéica tipica é um empacotamento compacto de a-hélices conectadas
e/ou [-folhas concatenadas por sequéncias aleatérias (PAULING; COREY;
BRANSON, 1951).

Os motivos que levam as a-hélices e folhas-3 serem abundantes na

natureza so passaram a ser elucidados a partir dos trabalhos de Dill (1990) e
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2.3. Proteinas de repeticao em tandem

Dill e Shortle (1991) que mostraram ser em consequéncia dos impedimentos
estéricos, em polimeros compactados, que as estruturas secundarias sao

formadas.

2.3 Proteinas de repeticao em tandem

A classificacao estrutural das proteinas repetitivas com base nos com-
primentos de repeticao e a possivel estrutura tridimensional dessas proteinas
foi dada por Kajava (2001). As repeti¢oes de comprimento entre 20 e 50
aminoacidos sao mais comumente observadas em proteinas, pois fornecem
multiplos locais de ligacao. Essas proteinas nao globulares formam varias
dobras tridimensionais, isto €, espirais, solendides, estruturas fechadas, etc.
(KAJAVA, 2012). Exemplos de classes de proteinas com repetigoes em tan-
dem: Anquirina, beta-Propeller, beta-Tetrafoil, Tetratricopeptideos, Ar-
madillo/HEAT, Ricas em Leucina, Kelch, entre outras. Nesta tese de dou-
torado foram escolhidas seis familias, subdividas em trés classes: contendo
exclusivamente a-hélices, outra contendo exclusivamente folhas-5 e, por
ultimo, contendo alternancia de estruturas alfa e beta (a/(), conforme su-
gestao de Andrade, Perez-Iratxeta e Ponting (2001). A razao dessa escolha
das classes estrutural é devida a sua importancia nos estagios iniciais do
enovelamento protéico e por serem blocos fundamentais na formacao de
estruturas terciarias.

Foram extraidos, de forma aleatoria, 1213 arquivos de proteinas da base
de dados Protein Data Bank (PDB)?. A saber, as familias sao: Anquirina,
beta-Propeller, beta-Tetrafoil, Tetratricopeptideos, Armadillo/HEAT e Ri-
cas em Leucina.

Foi utilizado cédigo em linguagem C (MORET et al., 2009) para extrair:
massa, raio médio e distancias maximas de cada uma das proteinas. O
programa SURFMDS (MORET; ZEBENDE, 2007) foi utilizado para o céalculo
da area de superficie acessivel ao solvente das proteinas, com raio da esfera
de prova de 1.4 A.

3Endereco eletronico http://www.rcsb.org/pbd/
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2.4. Polialaninas

2.4 Polialaninas

A alanina é um aminoacido com a cadeia lateral consistindo apenas
de um carbono (Cg), na forma de metil (CHj). As polialaninas sao ide-
ais para essa simulacao por serem relativamente simples e apresentarem
estrutura secundaria definida. Simulag¢oes com polialaninas de 16 (SUNG,
1994) e 20 residuos de aminoacidos (MORET et al., 2002) mostram que es-
ses polipeptideos se apresentam na forma de a-hélice quando a constante
dielétrica do meio é baixa ou quando o solvente (dgua) é simulado &tomo

a atomo.

2.5 GROMACs

Existe uma série de programas destinados a realizacao de simulacoes
de Dinamica Molecular disponiveis. Optamos pelos softwares de simulacao

e andlise contidos no pacote (livre) GROMACs (PRONK et al., 2013).
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Capitulo Tres
Fractal e Campo Médio

Haverd alguma razdo para a geometria ndo descrever o formato das nivens,

das montanhas, das drvores,ou dos r10s?

B. Mandelbrot

Neste capitulo, apresentamos conceitos essenciais da teoria de campo
médio e o modelo de Flory generalizado. Aborda-se, ainda que muito
sucintamente, nocoes sobre criticalidade auto-organizada e o modelo de

difusao e colisao.

3.1 Funcoes homogéneas de uma variavel

A percepcao do objeto depende profundamente da escala em que ele é
observado. Entendemos mudanca de escala uni-dimensional a uma trans-
formacao linear T': x € R — Az € R, com A > 0.

Uma funcao da forma f(x) = 2, onde D é uma constante, é chamada
funcao poténcia. A seguinte operacao mostra a natureza livre de escala da
funcao poténcia .

fjfécg;) = (A;’g = AP, (3.1)

Observe que na Eq. (3.1), o termo a direita nao depende de z, ou melhor,

é¢ um fator de escala na imagem da funcao f. Isso significa que o mesmo
resultado AP é sempre visto em todos os niveis de escala de x. Por isso, é
consistente com o conceito de um objeto fractal que, ao ve-lo em todos os
niveis de escala, o objeto ¢ o mesmo, independente da mudanca de escala
utilizado em .

A forma da funcao poténcia é chamada funcao homogénea. Em ter-
mos gerais, uma funcao f é dita homogénea se, para todo os valores do

parametro A,

fAz) = g\ f(x), (3.2)

24



Fractal e Campo Médio 3.2. Fractal

onde g é uma funcao a determinar, em termodinamica ela é denominada
funcao escala.

A fungao escala da Eq. (3.2) ndo é arbitraria, sob as condigdes de
continuidade da f e suavidade da g (STANLEY, 1971; ADDISON, 2000), a

Unica possibilidade para g é ser uma funcao poténcia
g(A) =N, (3.3)

onde o parametro p é chamado grau da homogeneidade. Vamos nos reportar
com o termo lei de poténcia a forma da Eq. (3.3). Assim, uma funcéo

homogénea obedece
fAz) = N f(x). (3.4)

Por exemplo, se a variavel y segue uma lei de poténcia na variavel x, entao

existem constantes k e D tais que y = kz”, ou simplesmente, y o< z”.

3.2 Fractal

Um fractal é um conjunto matematico que tipicamente exibe padroes
auto-similares, isto é, sao invariantes segundo uma transformacao por es-
cala isotrépica, ou seja, quando todos os seus eixos sao reescalados por
um mesmo fator. Isso significa que eles sao formados por partes que sao
idénticas ao todo (MANDELBROT, 1982; FALCONER, 2005). Eles apresentam
trés caracteristicas basicas que os formam e os definem: auto-semelhanca
em escala, complexidade infinita e dimensao fractal, sendo esta ultima a
mais importante para o estudo das proteinas TRs.

A palavra “fractal” foi introduzida por Benoit B. Mandelbrot (MAN-
DELBROT, 1982) para caracterizar figuras geométricas que nao podem ser
descritas por meio da geometria convencional, dita Fuclidiana. Existem
varias maneiras de se definir um fractal. Talvez a mais simples seja uma
forma em que as partes sao semelhantes ao todo, ou seja, ao se selecionar
uma pequena parte do objeto, ele revela as caracteristicas do objeto in-

teiro. E 1til considerar um fractal como um conjunto que possue algumas
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Fractal e Campo Médio 3.3. Dimensao fractal de Massa-Raio

propriedades como as listadas abaixo, ao invés de procurar uma definicao
mais precisa que quase certamente excluird alguns casos interessantes.
Um conjunto F' é um fractal se ele satisfizer a maioria dos seguintes

quesitos (FALCONER, 2005):

1. F' tem uma “estrutura fina”, isto é, contém detalhes a escala arbitrari-
amente pequena e quanto mais se amplia a sua imagem, mais detalhes

é possivel observar.

2. F é muito irregular para ser descrito em linguagem geométrica tradi-

cional, tanto local como globalmente.

3. F' tem alguma forma de auto-semelhanca, talvez aproximada ou es-
tatistica, isto é, contém copias de si proprio em varias escalas. Na
natureza, o intervalo de escalas a que o fractal se representa dentro de

si mesmo é limitado.

3.3 Dimensao fractal de Massa-Raio

A invariancia de escala na lei depoténcia permite a realizacao de es-
tatisticas sobre as diferentes escalas de observacao para assim estimar o
expoente caracteristico de um determinado sistema ou fenomeno. Dentre
os sistemas e fenomenos em que essas leis de escala podem ter aplicacao,
podemos citar sistemas biologicos como leis alométricas e aplicagoes em
polimeros (ISAACSON; LUBENSKY, 1980), extin¢ao de espécies e crashes
de bolsas de valores (GLERIA; MATSUSHITA; SILVA, 2004), fractais (MAN-
DELBROT, 1982; AVNIR et al., 1998), distribui¢oes de probabilidade com
comportamentos livres de escala, entre muitos outros.

Nos fractais, o calculo das dimensoes permite obter valores fracionados
para definir objetos e figuras com caracteristicas dimensionais que transi-
tam entre as dimensoes classicas ou topolégicas: zero para pontos, um para
retas e curvas, bidimensional para planos e dimensao trés para os solidos.

A definicao matematica de Dimensao Fractal é devido a Hausdorff e

nao foi objeto de nosso estudo. Nossa abordagem operacional é muito des-

26



Fractal e Campo Médio 3.3. Dimensao fractal de Massa-Raio

complicada: o modelo massa-raio. Para medir a dimensao fractal de uma
familia de proteinas utiliza-se, para estimativa, diversas esferas concéntricas
de raios crescentes (caixas) ao redor do centro de massa, com proteinas de
diferentes tamanhos, massas (M) e raios (R) e obtendo uma relacdo em
que a massa ¢ uma fun¢ao do raio. A dimensao de fractal de massa (D)
fica determinada pela lei de poténcia (GOMES, 1987), ver também (DEWEY,
1998).

M = kRP, (3.5)

ou sob transformagao logaritmica (linearizando), torna-se

locM = DlogR+ logk, (3.6)
(y = axr+0) (3.7)

e M ¢é a massa;

e k é uma constante de proporcionalidade;
e R ¢é o raio;

e D ¢é a dimensao fractal.

Muitos sao os exemplos de estruturas de dimensao nao-inteira, uma
vez que poucos objetos sao retas, planos ou esferas perfeitas. A dimensao
fractal pode apresentar valores fracionarios que dependem do sistema: 1 <
D < 2 para uma curva ou 2 < D < 3 para superficie. As estruturas
fractais ramificadas (como uma arvore) e porosas (como uma esponja) sao
ditas fractais de massa e de poros, respectivamente.

A dimensao fractal representa o nivel de complexidade e de ocupacao do
espaco euclidiano por um objeto fractal. Num experimento didatico Gomes
(1987) estudou a dimensao fractal de bolas de papel amassado encontrando
D = 2,5140,19. Nos ultimos anos, houve um grande interesse na aplicagao
da teoria fractal na estrutura terciaria das proteinas (STAPLETON et al.,
1980; LEWIS; REES, 1985; IANNACCONE; KHOKHA, 1996; DEWEY, 1998).

Embora o uso de fractais em familias (ou subfamilias) de proteinas seja
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Fractal e Campo Médio 3.4. O modelo de campo médio - Flory generalizado

recente (MORET et al., 2005; MORET; ZEBENDE, 2007; MORET et al., 2009;
MORET, 2011; PHILLIPS, 2009a; PHILLIPS, 2009b; PHILLIPS, 2014).

3.4 O modelo de campo médio - Flory generalizado

Nesse modelo, a energia total associada com a estrutura dobrada da

proteina é da forma, (MORET et al., 2009)
E = E,+ Ey. (3.8)

A energia livre do processo apresenta-se como a soma de uma ener-
gia eldstica (entropica) E,; mais uma energia de repulsao (auto-exclusao)
E,. A energia elastica F, = %kR”, com k > 0 é uma constante eldastica
efetiva, esta associada a fatores entrépicos envolvidos no enovelamento e
nas interacoes hidrofébicas que tem sua origem microscépica no principio
de exclusao de Pauli que tende a privilegiar configuracoes estendidas da

proteina com uma forca elastica para dentro

0B, 1 .,
Fy= 224 — gt 3.9
TR T 2" (3.9)

A outra parcela E,, provém da interacao de dois corpos e, consequen-

temente, é proporcional ao quadrado da densidade média de massa p = %
Por sua vez,
E,, o« M* x R73 (3.10)
corresponde a uma forca nao-linear repulsiva de curto alcance
0E,, M?
Fsa:_ OR OCﬁ (311)

Quando a massa segue a lei de poténcia M oc R”, a Equacao (3.11)

também segue a lei de poténcia
Fl, o< R*P~4, (3.12)

Das equagoes (3.9) e (3.12) a energia é fungao apenas do raio R e ao
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Fractal e Campo Médio 3.5. Criticalidade auto-organizada

minimizar a energia total, dE/dR = 0, obtemos a excepcional relagao entre

— 3+n

os expoentes de escala D = D(n) = =

3.5 Criticalidade auto-organizada

A definigao original do termo criticalidade auto-organizada (SOC, do
inglés self-organized criticality) foi inspirada por uma simulagdo numérica
em geologia de um sistema dinamico que imitava avalanches (BAK; TANG;
WIESENFELD, 1987). Os autores afirmavam que ha uma classe de sistemas
na natureza que entram em estado critico ao longo de sua propria evolucao
dinamica.

Um sistema SOC é um estado critico de dissipagao nao linear de
energia que continuamente e lentamente dirigido para um valor
critico de limiar de estabilidade do sistema, produzindo leis de

escala, difusividade fractal e avalanches intermitentes com distri-
buigao seguindo uma lei de poténcia (ASCHWANDEN, 2014).

A criticalidade auto-organizada é um fenomeno que aparece em siste-
mas que evoluem naturalmente para um estado critico sem qualquer sen-
sibilidade a ajustes de parametros ou disposicoes da configuracao inicial.
Entretanto, neste estado critico, o sistema é altamente susceptivel a peque-
nas mudancas ou ruidos. Outras propriedades sao: Existéncia de um longo
periodo transiente, as correlacoes espacial e temporal exibem escala tipo
lei de poténcia e ha instabilidades denominadas avalanches. A ocorréncia
de SOC esta relacionada com comportamento estatistico estacionario. En-
tretanto, neste estado critico, o sistema ¢é altamente susceptivel a pequenas
mudancas ou ruidos, que podem provocar reacoes totalmente imprevisiveis
(CARNEIRO; CHARRET, 2005).

O significado do termo “criticalidade” pode ser, mais geral, de um
“ponto critico”, que inclui quase qualquer sistema nao-linear com um limite
de instabilidade (global), Fig. 3.2(a). Além disso, um sistema SOC deve
ser auto-organizavel sem controle externo, que traz o sistema de volta ao
ponto critico apos cada “avalanche”. Assim, podemos dizer que um sistema

SOC possui equilibrio energético entre a entrada orientada lentamente e a
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Figura 3.1: Sistemas Complexos e Auto-organizagao.

(a) Paradigma original de um sistema SOC. (b) Conceito fisico de um sistema SOC.
Sandpile SOC Paradigm Physical SOC Concept
<& > I
¢ ok 1<
Lo ©¥oo T [
INPUT : 08 W !
DRIVER R z i
& ~L<>O<> {Dl
AL !
o Y i
CRITICALITY : + CRITICAL POINT: |
ANGLE OF REP INSTABILITY 1
THRESHOLD J >
|
|
DRIVER I :
OUTPUT : GROWTH SATURATION-_
AVALANCHES PHASE  PHASE TIME

Fonte: Aschwanden et al. (2016, p. 9).

saida de avalanche (espontanea), e assim a energia é conservada no sistema,

na média do tempo (ASCHWANDEN et al., 2016).

3.6 Modelo de Karplus e Weaver

No modelo de difusao-colisao de dobramento de proteinas (KARPLUS;
WEAVER, 1976; KARPLUS: WEAVER, 1979; BASHFORD et al., 1988) a proteina
¢ modelada usando uma colecao de esferas conectadas por fios flexiveis.
As esferas representam os elementos estruturais secundarios como: a-
hélices ou folhas-35, chamados microdominios, que compoem a proteina.
O processo de dobragem a partir de uma proteina completamente desdo-
brada para o estado nativo é realizado através do solvente por meio de
difusao, de colisao e, finalmente, a coalescéncia dos microdominios. O es-
tado da proteina é definido pelo nimero de emparelhamentos (interacoes

hidrofébicas) entre os microdominios.
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Capitulo Quatro m——r————

Calculo Fracionario

Nao se preocupe com suas dificuldades em Matemdtica, posso assequrar-lhes

que as minhas sdo bem maiores.

Albert Einstein.

Este capitulo tem como objetivo principal estabelecer a nomenclatura
basica do Calculo Fracionario e apresentar fatos de seu contexto histérico.
Para entender as definicoes dos operadores fracionarios é necessario
introduzir algumas fungoes que, como se vera adiante, desempenham um
papel muito importante na teoria da derivacao e integracao de ordem ar-

bitraria. Estas fungoes sao a funcao Gama de Euler e a funcao de Mittag-
Leffler.

4.1 Da Funcao Fatorial a Funcao Gama

4.1.1 Funcao Fatorial

A forma da funcao fatorial, n!, consiste no produto de todos os inteiros

positivos menores ou iguais a n, da seguinte forma

nn—1)n-2)...3-2-1, n=12,3,...

4.1
1, n=>0 (4.1)

n! =
onde por definicao, 0! = 1.

Euler (1738) demonstrou que nao hé uma expressao elementar conven-
cional para fatorial de um ntmero real positivo. Ou seja, nao é possivel
que, num numero finito de passos, construir tal funcao através das funcoes
algébricas, funcao exponencial ou da funcao logaritmica, aplicando as operacoes

de adicao, subtracao, multiplicacao, divisao e composicao de funcoes.
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4.1.2 A Funcao Gama I'(-)

A Funcao Gama (Euler!) foi introduzida por L. Euler em 1729, como
funcao de variavel real, exceto para os inteiros nao positivos. A definicao

foi proposta através da funcao chamada de Euler de segunda espécie:

o) = / e *s* tds, acR\Z,. (4.2)
0

Figura 4.1: Fungao gama y = I'(«), « real (diverge para +00 quando o € Z™).

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.1.2.1 Propriedades

A equagao (4.2) é frequentemente referida como a fungao fatorial ge-

neralizada. A partir da definicao podemos escrever

MNa+1) = /OOO e *sds = al'(a). (4.3)

1 Segundo Boyer e Merzbach (2011), o termo “Fun¢ao Gama” e a notacdo I' foram introduzidos em
1811 por Adrien-Marie Legendre (1752-1833).
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No caso particular em que o = n € N, temos
F(n+1)=nl, (4.4)

0 que nos sugere que a fungao gama é uma generalizacao da funcao fatorial.

4.1.2.2  Valores Especiais

Casos particulares, isto é, valores especiais do argumento « sao, por

exemplo
() T(1) = 1eT() = Vi
m
i) N'(a)I'(1 — ) = alid tod R\ Z.
(i) T'(a)I(1 — ) Sno Vélida para todo o € \

(iii) lim oI'(a) = 0.

a—0
(iv) Para0 < < 1,1 < I'(a) < =.

1

(v) A funcao oy esté definida para todo v € R e se anula nos pontos

0,—1,-2,....

4.1.3 Funcao de Mittag-Leftler

Assim como a natureza da funcao exponencial é a solucao de equacoes
diferencias de ordem inteira, a funcao Mittag-Leffler tem um papel analogo
para solucao de muitas equacoes diferenciais de ordem nao inteira. No
inicio do século passado, Gosta Magnus Mittag-Leffler apresentou a funcao
inteira

Ea(z) = kz:; F(#:D 2 EC,R(x) >0, (4.5)

que leva seu nome, e investigou suas propriedades basicas (MITTAG-LEFFLER,

1903; MITTAG-LEFFLER, 1904; MITTAG-LEFFLER, 1905). Para 0 < a < 1,

ela interpola a funcao exponencial e a funcao hipergeométrica li_z E facil

ver que a funcao de Mittag-Leffler é uma generalizacao da funcao exponen-

Jﬁk

cial, pois quando a = 1 temos E;(z) = > -, D = exp(z).
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Além disso, a restricao de E, a R é estritamente crescente, como obser-
vado em Cong, Son e Tuan (2014) e Hilfer e Seybold (2006). Além disso,

a funcao restricao F, : R — R é bijetora, diferencidvel e vale

lim E,(z) =00 and lim FE,(z)=0. (4.6)

Z—r00 Z—r—00

A funcao de Mittag-Leffler tem uma representacao integral da forma

toz—l t
E.(z) :/  at

Cta—il'f

Essa funcao também foi investigada e generalizada por outros pioneiros
como A. Wiman (1905), que apresentou a func¢ao de Mittag-Leffler com dois

parametros, « e (3, da forma

Z I'( ozk + 3)’ (4.7)

k=0

com «, 5 € C, R(cw) > 0. Também é conhecida como fun¢ao de Wiman. Foi
esquecida por mais de cinquenta anos e foi retomada por Agarwal (1953),
Humbert (1953), e varios outros.

Como caso especial, a funcao de Mittag-Leffler com um parametro é
obtida para 8 = 1, isto é, E,1(x) = E,(x). Outra relagao importante

entre as funcoes Mittag-Leffler com um e dois parametros é dada por
1
Eoa+1(2) = ~[EBa(2) = 1]. (4.8)

Hille e Tamarkin (1930) apresentaram uma soluc¢ao da equagao integral

de Abel da segunda espécie

o(t) — F(Aa) /0 e ff))l_a ds = f(t), 0<t<l (4.9)

em termos da funcao de Mittag-Leffler.
Uma pesquisa, feita em 31 de outubro de 2017 com a palavra Mittag-

Leffler, nas bases de dados eletronicas Scielo, ScienceDirect, Zentralblatt
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MATH, American Mathematical Society (AMS) websites, JSTOR e Google
Académico, retornaram 10, 2625, 106, 2363, 10700, 1700 e 28000 citacoes,
respectivamente. Desafortunadamente, mesmo aparecendo num numero
expressivo nos bancos de dados, esta funcao é negligenciada pela comu-
nidade cientifica em geral e, em particular, nos cursos de graduacao. Em
vérios livros importantes de colegoes de férmulas como Abramowitz (1972),
Gradshteyn e Ryzhik (2014) sdo ignoradas, como também sao ignoradas

nos manuais de transformadas integrais de Laplace.

4.1.4 Derivada Local

A definicao usual da derivada de funcao f no ponto a, o qual se deno-

tara pelo operador D é dada pelo limite do quociente de Newton

. a) — tiy L0 1) = @)

h—0 h

(4.10)

Para a derivada de uma fungdo, Euler (ATANGAN, 2015) usa a notacao
de operador diferencial D, que é aplicado a uma funcao para dar a pri-
meira derivada D, f, o subscrito x é anexado ao operador para evidenciar a
varidvel independente x. A segunda derivada é denotada D2 f, e a n-ésima
derivada é denotada DI f.

Existem outras notagoes usadas para se referir a derivada de uma
funcao. Por exemplo, a notacao introduzida por Gottfried Leibniz. Ela
é comumente usada quando a equacao y = f(z) é vista como uma relagdo
funcional entre varidaveis dependentes e independentes. A notacao de Leib-

niz torna essa relacao explicita ao escrever a derivada como

dy df
— — 4.11
de dz OV dz’ (4.10)

e foi considerado como um quociente infinitesimal. Derivadas de ordem
superior sao expressas usando a notacao:
dz"’  dzm’ dx"

f, (4.12)
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para a m-ésima derivada de y = f(z) (em relagdo a x). Segundo Boyer
e Merzbach (2011), esta notagao original é usada em toda a matemaética.
Notavelmente, ele generaliza a regra da derivada do produto, demonstrando
que para f e g funcoes n-vezes diferenciaveis, entao a n-ésima derivada do

produto f - g é dada por (formula de Leibniz)

Di(f-g)=)_ (Z) Dyf - Di*y. (4.13)

k=0

Isto pode ser provado usando a regra do produto usual

D.(f9) =D g4

: 4.14
o9 (4.14)

dx’
e a inducao finita.

Uma primeira aproximacao do conceito de derivada fraciondria pode
ser realizada apartir da definicao classica de derivadas

D2f(2) = lim NSO (4.15)

po JE o) = flet+ ) (x4 h) = f(2)
— lim ho—0 hg ha—0 hg
hy—0 hy
_ limf(x+2h)—2}];(x—|—h)+f(az) (4.16)
T(h)—1)°
= lim {%} f(@) (4.17)
Na ultima igualdade (1f)(z) = f(x) é o operador de identidade, e
[T'(h)fl(x) = f(z+h) (4.18)
é o operador de translagao. A n-ésima iterada de T' d&a
T (B)f) () = F(x +nh). (4.19)
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Por inducao finita se obtém que as derivadas de ordem superior é dada por

R

h—0
o (=D)F(} — k)h
BV T e L B
h—0 h™
onde, o coeficiente binomial (Z) = ﬁlk),, 0<k<n.

Outra generalizagao utiliza a diferenca finita regressiva (A f)(x) =
f(x) — f(x —h) e o operador translagao [L(h)f](x) = f(x —h). A n-ésima
iterada é dada por

D" f(a) = hm{ﬂ_—m}nﬂx)

h—0 h

_ gﬁé(lﬁ(ﬁ)m ~ kh)

_ g Dpf()

que exibe a semelhanga com a férmula binomial com A" (BURDEN; FAIRES,
2011)
1) = () e k) (4.22)
k=0
Esta ideia foi proposta por Liouville e resgatada por Griinwald (HILFER et
al., 2008, p. 11) para criar uma derivada fracionaria com base em limites

de quocientes generalizados.

4.2 Derivadas Fracionarias

A primeira informacao sobre a existéncia de uma derivada da ordem 1/2
data de 1695, numa carta de L’Hopital’s para Leibniz, a que Leibniz profe-
tizou: “Este aparente paradoxo permitird, no futuro, extrair consequéncias
interessantes”. Mas, foi Euler (1738) que introduziu a primeira genera-

lizagao da derivada ordinaria, verificando que a derivada fracionaria fazia
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sentido para a funcao de poder z“ e deduz a seguinte expressao

d\/2y 4x

Porém, a primeira referéncia formal a derivada de ordem arbitraria
(ROSS, 1977; CAMARGO; OLIVEIRA, 2015) aparece no livro de calculo dife-
rencial por Silvestre F. Lacroix? (1765-1843), de 1819, em sua obra “Traité
du calcul différentiel et du calcul intégral Tome 3”7, com mais de 800
paginas. O autor dedicou menos de duas paginas (LACROIX, 1819, p.
409-410) para obter que a fungdo y = 2™ tem derivada de ordem fra-
cionaria. Para tanto, Lacroix desenvolveu os seguintes passos, partindo de

f(x) = 2™, determinou a n-ésima derivada:

com m e n inteiros positivos e m > n. Em seguida, substituiu o fatorial
na férmula (4.24) pela funcao Gama® I'(+), que generaliza a funcao fatorial
para C — Z*. Depois, n por a € (0,1), m por um nimero J real posi-
tivo qualquer e supondo x > 0, obteve a seguinte formula para derivada

fracionéaria L5+ 1)
_l_
D% = e
T TB a1

Surpreendentemente, esta definicao da um valor diferente de zero para a

(4.25)

derivada fracionaria de uma funcao constante

1

D%1 = D¢ o__ -
e Ny

x4 0. (4.26)

Um caso particular da equacao acima pode ser obtido tomando-se a =

2Nas palavras de Domingues (DOMINGUES, 2008, p. 1) “Nao era um matematico proeminente, no
sentido de alguém que cria (ou descobre) novas matemadticas, mas ele certamente era o autor do livro
matemédtico mais influente do século XIX. (...) dedicou sua carreira ao ensino de matemadtica (...) como
um escritor de livros diddticos prolifico (referéncia de vdrias geragoes de pesquisadores)”.

3Sem esse nome na época. Reproduzida aqui com a moderna notacao de Legendre T

38



Célculo Fracionario 4.2. Derivadas Fraciondrias

0.5 e § =1, de onde segue o resultado

DYy = M, (4.27)
VT
pois I'(1.5) = 7.

Usando a linearidade de derivadas fracionarias, o método de Lacroix é
aplicavel a qualquer funcao analitica, isto é, funcoes que localmente podem
ser expandidas em séries de Taylor. Infelizmente, esta classe de fungoes é
muito estreita para que o método seja considerado geral.

Embora encontrar a equacao (4.25) tenha sido feito por Lacroix como
um simples exercicio em seu livro, é interessante destacar que esse resultado
coincide com o obtido através de duas definicoes mais utilizadas de deri-
vada fracionédria: A derivada de Riemann-Liouville e Caputo (CAMARGO;
OLIVEIRA, 2015).

Essa técnica de generalizacao de Lacroix ¢ muito comum na matematica.
Mason (1996) afirma que a generalidade ¢ a vida da Matemética e Algebra
é a linguagem com a qual a referida generalidade é expressa. Na visao do
autor, Mason (1996, p. 70),

A generalidade é tdo central para toda a matemaética que muitos
profissionais ja nao percebem sua presenga no que é, para eles,
elementar. Mas é precisamente as mudancas de atencao que o
especialista integrou no seu pensamento, que sao problematicas
para os novatos. A generalizacdo ndo é apenas o culminar de in-
vestigacoes matematicas, como muitos parecem pensar. E natural,
endémico e onipresente.

A primeira aplicacao do calculo fracionario foi apresentada por Abel
(1823) que em 1823 obteve a solucao de uma equagao integrodiferencial na
formulagao do problema da tautdcrona, ver também Podlubny (1999). Este
problema parte do Principio da Conservacao de Energia para determinar
a forma de uma curva y no plano, suave, de modo que o tempo necessario
para que uma particula de massa m deslize sobre ela, sem friccao, para
baixo até seu ponto mais baixo, sob a influéncia da gravidade, seja inde-

pendente da sua posigao inicial (g, yp) na curva. Melhor dizendo, o tempo
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de queda é independente da posicao inicial. Neste caso, a equacao inte-
grodiferencial de Abel que modela esse problema pela curva parametrizada
pelo comprimento de arco é

/a @ _on L ds=y(a), (4.28)
0

a—x)®

onde s é o comprimento do arco da curva desejada, e ¥ é uma funcao
conhecida. Abel entao desenvolveu ¥ e s em séries de poténcias e obteve

a solucao da equagao (4.28), sem mengao ao célculo fraciondario, que

s = Sin;—ﬂa)xa/() %dt. (4.29)

Abel tentou aplicar essa equagao integrodiferencial de ordem o = 1/2,
baseado no fato que uma derivada fracionaria de uma funcao constante
nao é sempre igual a zero, neste caso DY?1 = ()12,

No entanto, uma investigacao rigorosa foi realizada pela primeira vez
por Liouville em uma série de trabalhos de 1823-1832, onde ele introduz
o operador de integragao fracionario moderno, considerado um dos pilares
do célculo fracionario.

Com esse enfoque, em 1832 (ROSS, 1977), Joseph Liouville (1809-1882)

estende formalmente a n-ésima derivada da funcao exponencial
DM = \"eM (4.30)

A expressao (4.30) pode ser facilmente generalizada para o caso de valores

nao inteiros de n, obtendo assim a derivada de ordem arbitraria o
DM = %M, (4.31)

Por meio da expansao de Fourier, uma ampla familia de funcoes pode ser

decomposta em uma superposicao de exponenciais complexas. Para isso,
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ele utilizou a expansao em série de uma funcao f da forma

oo

f(x) = ch exp(Agz), agr > 0. (4.32)
k=0

Novamente, ao invocar a linearidade da derivada fracionada, Liouville

propos a seguinte expressao para avaliar a derivada da ordem «

o

DIf(x) =) crhpe. (4.33)

k=0
A equagao (4.33) é conhecida como a primeira formula de Lioville para
derivada fracionaria. No entanto, esta férmula nao pode ser vista como uma
definicao geral de derivada fracionaria pela mesma razao que a formula de
Lacroix nao poderia. Além disso, aplicando a férmula Lacroix para A = 1

e a # 1 na série de poténcia da funcao exponencial

Dg(%%) - ;m(%) Zr sy (4

=0

nao converge para e”. Este resultado contraria a primeira férmula de Li-
ouville, como visto em (4.31).

Devido a problemas de inconsisténcia, forma da funcao e convergéncia
da primeira férmula (DEBNATH; BHATTA, 2014), Liouville propde outra
definicao de derivada de ordem arbitraria com base na funcao Gama para

—b

funcoes do tipo 7 com b > 0 e t > 0 da seguinte forma

1) oo
Dgxb:(l“(b))/o ulto e dy (4.35)

e a partir desta equacao

(CDT(a+h) 4o

Da —b —
o I'(b)

(4.36)

Ela é chamada de sequnda formula de Lioville para derivada fracionaria.
Ele aplicou com sucesso suas duas definigoes a diversos problemas na

teoria do potencial. No entanto, devido ao tipo restrito de funcoes que essas
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definicoes exigem, ambas falharam ao conceituar derivada fracionaria. Ne-
nhuma das suas definicoes foram consideradas adequadas para uma ampla
classe de fungbes (DEBNATH; BHATTA, 2014).

Apés suas tentativas parcialmente bem-sucedidas de definir o operador
de derivagao fracionaria, Liouville concentrou-se na definicao da integral
fraciondria e, em 1832 (ROSS, 1977), obteve a férmula

1“f(x) =D, “f(z) = ! @) /0Oo s* U f(z + s)ds (4.37)

(=)l («

Nesse sentido, Griinwald (1867) e Letnikov (1868), ver (ROSS, 1977),
com base nos conceitos de diferengas finitas regressiva (4.21) e da fungao
gama definiram a hoje chamada derivada fracionéaria de Grunwald-Letnikov

para o > 0:
D f(z) = 7%%0 EZ < ) (z — kh). (4.38)

Para o calculo dos coeficientes binomiais, usa-se a idéia de Lacroix

(PETRAS, 2011), isto ¢, substituir os fatoriais pela a funcao I'(-) como

ay _ o (o +1)
<k> S K(a—k) Tk+DI(a—Fk+1) (4.39)

segue

para (g‘) = 1. Esta definicao é de grande interesse para a implementacao

discreta da derivada fracionaria pois tem uma forma elementar de apro-
xXimacgao numerica.

Com a chegada do século XX e os desenvolvimentos da analise ma-
tematica e da teoria das funcoes, surgiram novas formas de definir deriva-
das e integrais fracionarias. O célculo de ordem fracionaria deixa de ser

um mero exercicio intelectual.

4.3 Integral Fracionaria segundo Riemann-Liouville

A integral de Riemann-Liouville tem esse nome em homenagem a Ber-

nard Riemann e a Joseph Liouville (LUTZEN, 2012). Consideremos f é uma

42



Calculo Fracionario 4.4. Derivada fraciondaria segundo Caputo

funcao real suficientemente diferencidvel em R, e J" o operador integral
de ordem n € N, como a n-ésima integral iterada com um limite inferior

de integracao igual a zero:

J"f(x) ::/O dxn_l/o - d:l:n_g---/o dx1/0 f(xo)dzxy. (4.40)

A equagao (4.40) é dada por uma simples integragao (Férmula de Cauchy)

T f () = ﬁ /0 "= s)" L f(s) ds. (4.41)

Semelhante as outras generalizagoes, a integral fracionaria de ordem

a > 0 da funcao f é definida por

t (t . s)a—l

(o) f(s)ds,a>0 (4.42)

750 = el = [
e JV o operador identidade. O operador da equacao (4.42) também conhe-
cida como integral fracionaria no sentido de Riemann-Liouville ou integral
de Riemann-Liouville.

Atualmente existem vérias defini¢oes para a derivada fracionaria (OLI-
VEIRA; MACHADO, 2014) que tem como principio modificar a integral de
Riemann-Liouville. As mais utilizadas sao as sugeridas por Riemann-
Liouville, Reisz, Griinwald-Letnikov e Caputo. No entanto, adotaremos
a definicao de Caputo que é uma modificacao da definicao de Riemann-
Liouville e tem a vantagem de lidar adequadamente com problemas de

valor inicial em que as condicoes iniciais sao dadas, para detalhes ver Ca-
margo e Oliveira (2015) e Diethelm (2010).

4.4 Derivada fracionaria segundo Caputo

Em 19674, Caputo (1967) propés uma derivada fraciondria de ordem

real &« > 0 a esquerda, para uma funcao suficientemente regular, f :

4 Segundo Jin e Rundell (2015) esta derivada foi introduzida pela primeira vez pelo matemético
arménio Mkhitar M. Djrbashian para estudos sobre espaco de funcoes analiticas e transformagoes integrais
em 1966.
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[0;00) — R é definida por

Do f(z) =T " () = f(ﬁi;;;ijgxcv—-s)"—L-af“”<s>ds, (4.43)

onden—1<a<ne fM(s)=d"f(s)/ds". Além disso, D" f(z) = f™)(x).
No nosso caso, consideraremos 0 < o < 1 (e, portanto, n = 1), e usaremos
as notagoes simplificadas DS f(z) = <L f(z) = f@(z). Para a derivada
parcial fraciondria de Caputo de ordem a de um funcao f(t, ) em relacao a
variavel x, usaremos a notagao 0 f(t, z)/0x®, que é frequentemente usada
na literatura relacionada.

Do ponto de vista matematico, a derivada fracionaria D® de ordem «,
é¢ uma funcao de duas variaveis: O argumento x e a ordem «. Podemos
sempre retornar a definicao derivada tradicional calculando o limite quando
a — n~ € Z". Entretanto, este operador nao ¢é continuo em o« = n € N.
Para ver isso, assuma que 0 < n—1<a<n—-90,0<d<K1lef e
C™10,00]. Dessa forma, no caso da derivada de Caputo, tem-se, por
integragao por partes: (PODLUBNY, 1999), (LI; DENG, 2007), (HERZALLAH,
2014) e (ALMEIDA; BASTOS; MONTEIRO, 2016),

lim D}~ () = lim [F 10" - ! ) /x waﬁ]

§—0t a=n |[I'(n —a+1) F(n —a+1 T — 7))
/ Oy dr = fM(2), n=1,2,....
(4.44)
Em contra partida, para a = n + ¢ temos que
lim Dy f(x) = f™(x) = F1(0). (4.45)

6—0t

Como consequéncia, no intervalo [n — 1,n) a derivada de Caputo for-
nece uma interpolacao entre derivadas de ordem inteira, a qual vamos nos
referir como Propriedade de Interpolagao. Ademais, D¢ é, em relagao a
sua ordem «, uma funcao continua a esquerda. Em muitas situacoes, o

calculo analitico da derivada fracionéria revela-se impraticavel, surgindo
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a necessidade de considerar uma aproximacao numeérica. Dessa forma, se
n=1ed >0 épequeno (ndo muito pequeno para evitar o cancelamento
catastrofico), é esperado que uma aproximagao para a derivada fracionaria

em qualquer ponto x seja dada por
DI f(a) ~ f(x). (4.46)

Por outro lado, ainda existe um conjunto de regras incomuns tais como
violacoes de regras de Leibniz, do quociente e da cadeia. A violacao da
regra da cadeia é uma das principais caracteristicas das derivadas fra-
ciondrias (TARASOV, 2016b). Sao estas propriedades incomuns que nos
permitem descrever propriedades complexas da evolucao de sistemas, na-
turais ou nao.

Deve-se enfatizar que existe uma complicada regra da cadeia para o
operador de Caputo (OLDHAM; SPANIER, 1974) (DIETHELM, 2010) (Férmula
de Faa di Bruno), sendo considerada uma limitagao pratica do operador
de Caputo, e de outras derivadas de ordem fracionaria (TARASOV, 2016b).

No entanto, no presente trabalho, aproveitamos essa limitacao a fim de
formular uma aproximacao da regra da cadeia em baixo nivel fracionario.
Aqui vamos usar o caso em que o = 1 — ¢, com € << 1, de acordo com
os trabalhos de: Tofighi e Pour (2007), Tarasov e Zaslavsky (2006) e Va-
ralta, Gomes e Camargo (2014). Supondo que a evolugao do sistema tenha
baixo nivel fracionario, usamos a Eq. (4.44) para a € (0;1) com a deri-
vada de Caputo para encontrar solucoes exatas de uma versao fracionaria
das equacoes diferenciais de Bernoulli e de Fokker-Planck no estado esta-
cionario. Esta ultima formulacao estende o resultado obtido em Plastino e
Plastino (1995).

O calculo de ordem nao inteira, conhecido como calculo fracional,
traducao livre de fractional calculus, generaliza o céalculo integral e dife-
rencial classicos. Pode-se pensar nos operadores de ordem fracionarios
como os operadores que representam funcoes da memoria sobre a histéria

de alguns sinais de sistemas fisicos (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006;
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PODLUBNY, 1999; SAMKO; KILBAS: MARICHEV, 1999).

4.4.1 Mudanca de Escalas

Ao escolhermos x = At e A > 0, para a derivada ordinaria e integral

tem-se
d" -
SO0 = X[ () (447)
T F) = NPT f () (4.48)

com n inteiro positivo e § > 0. Para a derivada fracionaria de caputo de

ordem « € [n — 1,n) e x = At nés temos

Di = JP 0D} = NN DY = DL, (4.49)

4.5 Transformada de Laplace

Sabemos do calculo de ordem inteira que o método da transformada
de Laplace é uma ferramenta muito util na andlise de equagoes diferenci-
ais lineares, principalmente no caso em que a equacao possui coeficientes
constantes. Neste caso, a transformada de Laplace reduz a EDO numa
equacao algébrica que ¢é, em geral, muito mais simples de se solucionar,
deixando a dificuldade de se obter a solucao final da EDO de partida a
um problema de inversao. Nesta secao, veremos que a mesma metodologia
também pode ser usada para resolver problemas de valor inicial relacionado
com as equacoes diferenciais fracionarias lineares.

Lembremos que uma fungao f (t) é dita de ordem exponencial a se

existir constantes positivas M e T, tais que
e f(t)] < M,

para todo ¢t > T. Dessa forma, dada uma f : [0,00) — R, de ordem
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exponencial a a funcao F' definida por

F(s) = /O T et () dt, (4.50)

¢ chamada a transformada de Laplace da f, com a condigao Re(s) >
«a que garante a existéncia da integral acima. Da nomenclatura classica
é usual denotar a transformada de Laplace de f por L[f(t)] = F(s) e
iremos denotar por £L7![F(s)] = f(t) a transformada de Laplace inversa,
ver Abramowitz (1972).

Dentre as diversas propriedades conhecidas da transformada de La-

place, listamos as seguintes:

e Linearidade: L[af(t) +bg(t)] = aL[f(t)] + BL[g(t)] = aF(s) +
bG(s), com a,b € R,

e Convolugao: L[f(t)*xg(t)] = L[f(t)]L]g(t)] = F(s)G(s), onde o

produto * é o de convolucao,

e Derivadas:

n n—1
B [d f] _ S (s) — an—k—lf(k)((ﬁ—)’

dtn
k=0

e Integral:

c [/Otf(f) dT] _ EF(S),

e Derivada de Caputo:

LIDOF(1)] = s*F(s) — s 1£(0), 0 < o < 1.

Antes de apresentarmos alguns exemplos, listamos, por conveniéncia,
as transformadas de Laplace das funcoes de Mittag-Leffler®, que nos serao

titeis na hora de resolvermos o problema de inversio £71 : F(s) — f(t).

5 . ~ ) ~

°Estas transformadas podem ser facilmente calculadas, usando a representacido em série das fungoes
de Mittag-Leffler e calculando as transformadas termo a termo, o que é possivel visto que estas funcoes
sao inteiras no plano C.
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Assim, temos

Sa—l
LB, (=M =
[Ba—2)] = S
—1
S
EEEsve (4:51)
a-B
L[t B, 5(— M) = —
[ s >} SY 4+ \
—B
S
T 1t s (4.52)
ay—p3
L [ztﬁ—lE7 —/\to‘}:s—
(”5( ) (s> + A)?
3—5
= T (4.53)
s h
L ——— | =t B, 5(F00). 4.54
Bt SEA) (454

4.6 Modelos via Calculo Fracionario

Atualmente hd um grande interesse nos conceitos de Célculo Fracionario
que constituem uma ferramenta para muitas areas de pesquisa, como a
teoria das probabilidades e processos estocasticos, as equagoes, equagoes
integro-diferenciais, a teoria das transformadas integrais e andlise numérica.

Vale ressaltar, principalmente, o grande interesse em equacoes diferen-

ciais fracionarias, isto é, equacoes que envolvem derivadas de ordem o < 1:
F(t,z(t),2'(t), Dyz(t)) = 0. (4.55)

No entanto, como os operadores fracionéarios sao uma generalizacao dos

operadores ordinarios, eles perdem propriedades fundamentais, tais como:

1. Nao existe uma interpretacao fisica e geométrica universal;
2. A derivada do produto de duas fungoes nao é uma algoritmo pratico;

3. A regra da cadeia é muito dificil de se obter.

O célculo fracionario pode ajudar a descrever, de modo relativamente
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descomplicado, certos fenomenos fisicos quando comparados com a abor-
dagem classica (DIETHELM, 2010). Segundo Edelman (2014) o estudo de
sistemas com memoéria requer métodos diferentes dos usados na dinamica
classica. Sistemas com memoria do tipo lei de poténcia podem ser descritos
por equacoes diferenciais fracionarias.

Dos modelos descritos por equagcoes diferenciais, o termo fracionario
¢ obtido, por escolha, substituindo a derivada de ordem inteira pela deri-
vada fracionaria de Caputo. Consequentemente, as equacoes diferenciais
fraciondrias (FDEs) sao generalizacoes de equagdes diferenciais de ordem
inteira. Ressaltamos que esta generalizacao pode ser vista como uma alter-
nativa (BONILLA et al., 2007) ao estudo de modelos nao lineares que apre-

sentamos como novos modelos para os problemas em fisica-matematica.
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Capitulo Cinco

Regra da Cadeia para Derivada de Caputo

com Baixo Nivel Fracionario

”Thus it follows that d>x will be equal to xv/dx : x, an apparent paradoz,

from which one day useful consequences will be drawn.”

Leibniz

Neste capitulo, propomos uma nova abordagem para a regra da cadeia
usando a derivada fracionaria de Caputo de ordem o = 1 —¢ para 0 < ¢ <
1, isto é, o caso de baixo nivel fracionario, que recupera a solucao classica
como um caso particular para o = 1. Essa abordagem leva a uma solucao
exata da equacao diferencial fracionaria do tipo Bernoulli. Além disso, a
diferenca finita progressiva de ordem 1, pode ser usada para tratar o caso
de baixo nivel fracionario.

Recentemente, foi proposto o método da e-expansao (TARASOV; ZAS-
LAVSKY, 2006) para discutir a evolu¢ao de um sistema em que a ordem da
derivada fraciondria « estd préxima de um numero inteiro. Em esséncia,
o caso de baixo nivel fracionario é tratado como uma perturbacao do caso
de ordem inteira através da e-expansao. Este método também foi aplicado
a oscilagao fracionaria (TOFIGHI; POUR, 2007; TOFIGHI, 2013), fenomenos
de relaxacao fraciondria (TOFIGHI; GOLESTANI, 2008) e fisica de particulas
(GOLDFAIN, 2008). Em Varalta, Gomes e Camargo (2014), também foi

estudado por meio de um caso particular de aproximagao de limite.

5.1 Regra da Cadeia para Baixo Nivel Fracionario

Da propriedade de interpolacao, Eq. (4.44), num meio com ordem
fracionaria de baixo nivel «, a derivada de Caputo é quase local. Ou seja,
quando a ordem da derivada fracionaria é proxima da unidade, o =1 — ¢
para 0 < € < 1, as derivadas ordinarias podem ser obtidas calculando

o limite quando ¢ — 0". Em particular, para n = 1, temos a seguinte
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Regra da Cadeia para Baixo Nivel Fracionario

propriedade de interpolacao:

lim ‘D%_Egb(t) _ gb/(t) — lim ¢(t + 5) — ¢(t) _ ¢(t + 5) — ¢(t) (51)

e—0t e—0t+ £ £

Para cada € > 0, a funcao D%_E pode ser aproximada por uma diferenca

finita progressiva (BURDEN; FAIRES, 2011)

Dy Cp(t) ~ ot + 52 — W), 0<e< 1. (5.2)

Para e arbitrariamente pequeno, o erro cometido sera, em principio,
bem pequeno, uma vez que esta expressao coincide com a propria definicao
de derivada de primeira ordem.

Como exemplo, vamos calcular D; °¢(t), com € = 0.01, para ¢(t) = t*
e p(t) = e*. As solucdes exatas sdo D} °(t) = F(Fﬁ)g)tz”g e DI7¢(e?) =
2t°E114.(2t). As figuras (5.1) e (5.2) exibem os graficos das solugoes exatas

e aproximadas, usando a aproximagao (5.2). Esta aproximagao de primeira
ordem ¢ valida para todos os operadores fracionarios que tém a propriedade

de continuidade, segundo a Eq. (5.1).

Figura 5.1: Solugao analitica versus solugiao aproximada do operador D% (¢).

4.5

s

35

3k

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na pratica a derivada de Caputo para baixo nivel fracionério, Eq. (5.2),
¢ uma perturbacgao da derivada de ordem inteira.

A forma da regra da cadeia para operadores fracionarios (OLDHAM;
SPANTER, 1974; PODLUBNY, 1999; CAMARGO; OLIVEIRA, 2015) é bastante

diferente da regra classica. Ela reflete principalmente a nao-localidade dos
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Regra da Cadeia para Baixo Nivel Fracionario

Figura 5.2: Solugao analitica versus solugao aproximada do operador DY%9(e2?).

15

Analytic

— — — Approximate

Fonte: Elaborada pelo autor.

operadores fracionarios. A violacao da regra da cadeia padrao é uma das
principais caracteristicas das derivadas fracionéarias. No entanto, o uso de
sua forma incorreta foi relatado em Tarasov (2016a), Tarasov (2016b) e
suas referéncias.

A regra da cadeia no caso de baixo nivel fracionario é dada por

P(g(t +1—a)) —¢(g(t))

Dl o g)(t) = — 7 (5:3)
_ Mgt +1-a) —dg(t) glt+l-a)—g(t)
glt+1—a)—g(t) 1-a | |

Os fatores da Eq. (5.4) podem ser combinados representando D¢ ou
D}, levando a (5.5), (5.6) ou (5.7) com « perto de 1 (v — 17):

Dilpoglt) = (Dye(g)), . Dig(t), (5.5)
Dilpoglt) = (Dge(9)), ., Pig (1), (5.6)
Dilpoglt) ~ (Dye(9)), ., Dig(t). (5.7)

A regra da cadeia (derivada de ordem inteira) para a derivada de
funcoes compostas da origem ao chamado método da substituicao ou de

mudanca de variavel para resolver equacoes diferenciais. Esta técnica re-
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Regra da Cadeia para Baixo Nivel Fracionario

quer pouco calculo e converte algumas equacoes diferenciais em tipos que
podem ter suas solugoes exatas conhecidas. Por exemplo, renomeie uma

variavel dependente para que u(t) = y(z(t)). Segue-se que

v =y'(2) % (5.8)

Com a escolha adequada de z, em situacoes especiais, a equacao transfor-

mada (5.8) pode ser uma equagao que possua solugao exata conhecida. De

forma semelhante no caso de baixo nivel fracionario e utilizando a regra da
equacao (5.5) tem-se

Diu = y'(z) DY 2. (5.9)

Escolhendo a mudanga de variavel do tipo y(z(t)) = [2(¢)]?, onde z é
a nova variavel e a Eq. (5.5) como a regra da cadeia para operadores de

Caputo de ordem o = 1 — €, obtemos
Dz = pP 1D, (5.10)

Essa forma da regra da cadeia perminite transformar equacoes diferenciais
fracionaria do tipo Bernoulli em equagoes diferenciais fracionarias lineares.
Portanto, vamos adotar a Eq. (5.5) como a regra da cadeia para operadores

de Caputo em baixo nivel fracionario, a saber

D;~ ((g(t)) = (Dye(9)) iy Di "9 (1), 0<e<1. (5.11)

Note que as formas (5.5), (5.6) e (5.7) sdo invalidas para um parametro
« arbitrario, conforme observado em (TARASOV, 2016b). Por exemplo, seja
f(g) =g° e g(x) =127, onde a, B,y > 0. De (4.44) e (5.11), substituindo ¢

porrea=1-—c¢:

DY ((g(x))) = (Die(g),_ Dig(x), 0<e< L (5.12)

g=g(z)

Sendo f(g) = g% e g(z) =27, a,B ey > 0:

DS f(g(x)) = Dy, (5.13)
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Regra da Cadeia para Baixo Nivel Fracionario

De acordo com a Eq. (4.25):

re+1) 4,
D 0 _ 0 a
= NGRS 1)1‘
Com 0 = [v:
DB — PPy +1) P

T By —at )

Da mesma forma:
Liy+1) .,

Digle) = Do’ = o™

DL (9)gmg) = (B9 Vgmar = B,
Levando em (5.12):

C(v+1)
F(y—a+1)

I'(y+1)
I'(y—a+1)

Dsf(g(x)) = Ba77~Y =P

Das Egs. (5.15) e (5.18):

I'(gy+1)  BT(y+1 e _g
F(By—a+1) T(y—a+1) '

Seja
FBy+1) BTy +1)
fy—a+1) T(y—a+1)

R, =
I(
Para a =1 —¢,

e _ DByl G+
TCTT(By+e) T(yte)

Y Q)/BD,Y>O'

Utilizando a propriedade (4.3) da funcao de Euler

I'gy) T\ _
‘”(N@wf> mv+@)‘ng

e,

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

Da continuidade da funcao de Euler nos pontos vy > 0 e v > 0, tem-se

que lim. ,o Ri_. = 0. Em outras palavras, quando 0 < ¢ < 1 acarreta

Ry_. ~ 0. Esta analise foi desconsiderada por Tarasov (2016b), criador do

teoria dos operadores de Caputo com baizo nivel fraciondrio.
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5.2 Equacoes Diferenciais Fracionarias de Bernoulli

com Baixo Nivel Fracionario

Usando a regra da cadeia para derivada de Caputo com baixo nivel
fracionario, Eq. (5.5), estudamos a equacao diferencial fracionéria do tipo
Bernoulli. Para isso, considere a seguinte equacao diferencial fracionéria

nao linear

{@geu(t)JrB(t)U(t) = A(t)u'(t) (5.23)

u(0) = ug >0,
onde A(t) e B(t) sao as fungoes dadas, g é uma constante arbitraria. Deve-
se notar que algumas condicoes suficientes para a existéncia global de
solugbes da Eq. (5.23) sdo dadas em (LAKSHMIKANTHAM; LEELA; DEVI,
2009; BALEANU; MUSTAFA, 2010).

Observacao 1. Quando u =0, obtem-se a solucao trivial.

Observagao 2. Operando J'™¢ em ambos os lados de (5.23), obtemos
u(t) = ug + Jy: S [—B(t)u(t) + A{t)ul(t)]. (5.24)

Num meio com baixo nivel fracionario, a = 1 —¢, a equacao diferencial
fraciondaria (5.23) pode ser transformada em uma equagao diferencial fra-
ciondria linear. Para este fim, alteremos a varidvel dependente de u para

z usando a seguinte substituicao
2(t) = [u(t)]4 (5.25)
Consequentemente, em vista de (5.11) temos
DI=2(t) = (1 — q) (1)) D} u(t) (5.26)

Observe que se ¢ # 0 e ¢ # 1, a Eq. (5.23) pode ser reduzida a uma

forma linearizada

Dy~ 2(t) + (1 = ¢) B(t)z(t) = (1 — @) A1), (5.27)
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cuja solucao exata pode ser encontrada facilmente usando transformada de
Laplace (ATANACKOVIC et al., 2014; CONG; SON; TUAN, 2014; LIANG; WTU;
CHEN, 2015).

Se for para cada indice ¢, z. é uma solugao da Eq. (5.23) e se o limite

y(t) = lim [z (t)] 77 (5.28)

e—0t

existe para todo t € [0,7], entao y é solugao do problema o caso ¢ = 0,
isto é, para equacao de diferencial ordinaria de Bernoulli.
Apresentaremos a seguir dois exemplos para ilustrar nossos resultados.

O ultimo apresenta uma funcao exponencial deformada de dois parametros.

5.2.1 FEquacoes Diferenciais Fracionarias de Bertallanfy-Ri-
chards com Baixo Nivel Fracionario

Considere Eq. (5.23) com A(t) = a, B(t) = b e a condigao inicial
u(0) = ug > 0.

Dy u(t) = aul(t) — bu(t), 0<e <1, (5.29)

onde a # 0 e b # 0 sao constantes arbitrarias. Ao aplicar a mudanca de

variavel conforme definido em (5.25), a Eq. (5.29) é tranformada em
Dy 2= —(1—-q)bz + (1 —q)a. (5.30)

Aplicando a transformacao de Laplace para ambos os lados, segue

s'7Z(s) = s°2(0) — (1 — q)bZ(s) + (1 — q)bs™ . (5.31)
Ou seja,
2(t) = (1 —¢q)al™ [81‘5 +S(_1 - q)b] + 2(0)L 1 LH +S(_1 — q)b] . (5.32)
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A partir disso, pela Eq. (4.54), temos:
2(t) = (1 — q)at' “Ei_co_.[(q — Dbt ] + 2(0) Ey_c[(q¢ — 1)bt' ). (5.33)

Entao, usando a Eq. (4.8) e Eq. (5.25), de onde conclui-se
u(t) = [% + <u5—q - %) Erl(q— 1)bt1‘5]] o (5.34)
Se (¢ —1)b < 0, da Eq. (4.6), a solugao (5.34) converge para,

U= u(t — o00) = (%) . (5.35)

Contudo, como indicado em Varalta, Gomes e Camargo (2014) se ¢ — 0*
entdo a funcdo dada na Eq. (5.29) é equivalente a equagao diferencial de
Bertallanfy-Richards.

1

u@)::[%-k(qu—-%)e“q1V}L”. (5.36)

Em particular, para discutir o relaxamento nao-linear (TOFIGHI, 2012),

tome a = 1 e b = 2. Entao a solugao da seguinte equacao
Dy “u+2u—u?=0 (5.37)

com a condi¢ao inicial u(0) = 1 para baixo nivel fracionario ¢ dada por

(t) &
u = .
1+ B (269

(5.38)

5.2.2 (q,a)-Exponencial
Considere Eq. (5.23) com A(t) = a # 0, B(t) = 0 e a condigao inicial
u(0) = 1.
Dy u(t) = aul(t), 0<e<1, (5.39)
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onde a é uma constantes arbitrarias. Ao aplicar a mudanca de variavel

conforme definido em (5.25), a Eq. (5.39) ¢ tranformada em
Di 2= (1-q)a. (5.40)

Anélogo a solucao da Eq. (5.29) segue que a solugao é

1

u(t) = [1 + a%ﬁ] + (5.41)
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Capitulo Seis

A Equacao de Fokker-Planck Fracionaria

com Baixo Nivel Fracionario

If only I had the theorems! Then I should find the poofs easily enough.

Bernhard Riemann

Neste capitulo, consideramos uma versao fracionaria da equacao de
Fokker-Plank com derivada de Caputo com baixo nivel fracionério (sem-
pre que o parametro da ordem é préximo de 1) obtendo solugbes exatas
para casos especiais com a regra da cadeia (5.6). Além disso, mostra-
mos as conexoes diretas entre a funcao g-exponencial, a qual provém da
mecanica estatistica nao-extensiva de Tsallis (1988), e a fungao exponencial
esticada (stretched exponential) (BERBERAN-SANTOS; BODUNOV; VALEUR,
2005; CARDONA; CHAMBERLIN; MARX, 2007; ELTON, 2013).

6.1 Solucao Estacionaria

Mais precisamente, focalizamos na seguinte forma fracionéaria da equa-
¢ao nao-linear de Fokker-Planck, denominada assim por Adriaan Fokker e
Max Planck!, do tipo:

Qp(x t) = 3835{ K(x)P(x,t)+1;((113L?8TQ[P(9:¢)]Q‘2}, (6.1)

ot
onde P é a densidade de probabilidade, K coeficiente de arrasto (drift)

generalizado, D é a constante positiva generalizada de difusao e ¢ uma
constante. Note que, K, D e ¢ sao, respectivamente, independentes do
tempo.

Eq. (6.1) desempenha um papel importante nas ciéncias aplicadas, em

particular na mecanica estatistica. Por exemplo, a — 17, é reduzido ao

!Também conhecida como equacao avangada de Kolmogérov (por Andréi Kolmogérov, quem primeiro
a introduziu em um artigo de 1931).
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Equacao de Fokker-Planck Fracionaria Solucao Estacionaria

modelo sugerido por Plastino e Plastino (1995), que foi a primeira conexao
entre as estatisticas de Tsallis e a equacao nao-linear de Fokker-Planck, em
que o expoente ¢ significa o indice entrépico resultante da estatistica de
Tsallis (2009). Este tipo de equagao era usada inicialmente para descrever
processos em meios porosos (TSALLIS; BUKMAN, 1996).

Para obter a solucao estacionaria no caso geral, essa equacao € escrita

através de uma corrente de probabilidade j(x,t), definida pela equagao:

%P(m, t) + %j(x, t) =0, (6.2)
sendo j(z,t) dada por
i(2.t) = K (2) P ) — L@ 0% b e (6.3)

['(1+ 2«a) 0z

As solugoes estacionarias da Eq. (6.1) corresponde a um regime de
equilibrio, atingido para tempos longos, e que induz a uma distribuicao
de probabilidade independente do tempo. Dessa forma, é possivel deter-
minar a solu¢do da equacao fraciondria de Fokker-Planck na forma (6.2)
para o caso estaciondrio no espaco todo, considerando que os valores ex-
tremos P(x = 4o00,t) = 0 sao condigoes naturais de contorno. Assim,
j(xr = +o00,t) = 0 e podemos normalizar a distribuigdo P, que continua
valida mesmo com a presenca do operador fracionario de Caputo. Segue
da Eq. (6.1) que

o° o DO+20)
5 P 0 = R g K@) P, (6.4)

A solugao exata da Eq. (6.4) dificilmente pode ser obtida para « ar-
bitrario. Nesse sentido, para resolver a Eq. (6.4) supde-se baixo nivel
fracionario e o resolve a equacao diferencial fracionaria de Bernoulli, Eq.
(5.23), obtendo-se:

P(e) = All = B, (1 — )V (2)]T7, (6.5)
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T(1+ 20) Al

Frl+a)Q2—q
Note que § > 0 quando ¢ < 2 e, o potencial V(x) é dado por

com [u], = max{u,0} e B, =

Ve = k) = - [T k() (66
€r) = — Tr) = — S S. .
0 ['(a)
T(1+ 20) o
d 1, obt B, - ——~% na Eq. (6.5). M -
Quando ¢ — 1, obtemos — Tt a0 na Eq. (6.5). Mais precisa
mente, ndés encontramos
lim P(z) = Ae™ rve /7K @), (6.7)
q—1

Para o = 1, a soluc@o estaciondria (6.5) é da forma g-exponencial e
aparece na mecanica estatistica nao-extensiva (TSALLIS, 2009), expressao
caracterizada por um indice ¢ que leva a uma estatistica de Tsallis (te-
mos uma estatistica diferente para cada valor de ¢ possivel) (PLASTINO;
PLASTINO, 1995). Em Schwémmle, Curado e Nobre (2009), analisaram a
conexao entre classes de equacoes de FP e formas entrépicas, com énfases
nas entropias de Boltzmann-Gibbis e Tsallis considerando processos de
Oerstein-Uhlenbeck e coeficiente de arrasto K(z) = —z. Os autores mos-
traram que existe uma classe associada a g-entropia de Tsallis que descreve
o regime de difusao normal.

A Eq. (6.1) pode ser usada para descrever uma grande classe de pro-
cessos de difusao anomala, uma vez que contém, como caso particular, a
equagao do meio poroso (TSALLIS; LENZI, 2002; LENZI et al., 2003). Nossa
analise atual envolve varias extensoes desses casos, em particular, empre-

gando o coeficiente de arrasto generalizado K(z) = —z% a=1—¢.
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Equacao de Fokker-Planck Fracionaria Coeficiente de Arrasto Sublinear

6.1.1 Coeficiente de Arrasto Sublinear

Outra classe de difusao anomala pode ser obtida usando a equacao

sublinear’ k(z) = —2% com a =1 —c e e << 1, da Eq. (6.6) encontramos
Vie) = Vo4 20 (6.8)
"TT(1+2a)" ‘

Para V) = 0, a solugao (6.8) é uma deformagao da g-gaussiana (TSAL-
LIS, 2009), a saber

1
P(z) = Al — B(1 — q)z™], " = Aexp, (— Bz*), (6.9)
_ I(l+w) _ 1 Al-a
em que B = T(1320) B, = 0

Observe que a funcao dada pela Eq. (6.9) é naturalmente definida
no eixo real, z** = |z|?®, (ver Fig. (6.1)). Por simples observacao na
Fig. (6.1), concluimos que existe constante de normalizagao a depender do
indice gq.

Figura 6.1: Simulacao da distribuicao P, dada equacao (6.8), com indice entropico ¢ =
2,00A=1,0,B=1,5ea=0,5;0,8;0,9¢ 1,0.

71N
=2 VA —— =10
09~ A =09/ |
I//‘ Y =09
/ | == 008
1! ! 005

X (ua)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por outro lado, e por razoes estatisticas puramente matematicas, nosso
modelo é um caso especial das distribuicoes que segue o Principio da
Méxima Entropia (PME) por Mathai (MATHAI, 1993), veja também (SE-
BASTIAN; NAIR; JOSEPH, 2015) e (MATHAI; HAUBOLD, 2008).

2A lei de poténcia y = bz® é sublinear para a < 1, linear para a = 1, e superlinear para a > 1.
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Maximizar uma entropia significa assumir que o sistema é o mais
aleatério possivel, dentro dos vinculos do problema. Segundo Buchen e
Kelly (BUCHEN; KELLY, 1996), a unica forma de selecionar a melhor fungao
de distribuicao serd a que seguir o PME. A familia de Mathai é dada por

_B_

P(z)=ca" 'l —a(l —@)2’]1", = >0, (6.10)
a>0,6>0,8>0,7>0 onde ¢ é uma constante de normalizacio e @
é parametro do caminho. Paraa = B,y = 1,6 = 2a,f = lea = ¢
nés obtemos a Eq. (6.9). Neste caso, a constante de normalizacao desta
equagao é dada por (SEBASTIAN; NAIR; JOSEPH, 2015):

o[BS (L + L +1)
Cpo = 2 , para0 <a<g<1 (6.11)
DGR (5 +1)
B(g—1)7L 1
o[FEIET () 11
= 2 P1(+1) . qi , para 1—2—>0,q>1(6.12)
— o
F(5)T (ﬁ - %) 1
B\
o
= 2 (F(atlﬂ , para q¢ — 1. (6.13)

6.1.2 Coeficiente de Arrasto Sublinear 11
Para a = 1, segundo Schwammle, Curado e Nobre (2009), a Eq. (6.1)

é um caso particular de uma grande classe de equacoes nao lineares do
tipo Fokker-Planck cujas solugoes para o estado estacionario maximizam
a entropia de Tsallis. Neste contexto, a ¢-gaussiana também é solugao

estacionaria para a equacao

) ) Q9

—P(z,t) = %{ — y(z — x0) P! — ga[P(x, t)]}, (6.14)

onde a nao-linearidade ¢ introduzida no termo de arrasto e a equacao esta

associada a difusao anomala.
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Aqui propomos a versao fracionéria da Eq. (6.14) dada por

%P(m,t) = (9%:{ — (2 — 20)*P? — 11:((11:32? a@;‘a [P(az,t)]}. (6.15)

Considerando densidade de corrente j dada pela expressao

L1+ a)Q o
I'(1+2a) Oz P, t)]}

J(z,t) = —{7(:(; — 20)* P+ (6.16)

A densidade de corrente tem que se anular para o regime estacionario, o

que garante a condigdo P(x — £00,t) = 0. Desse modo, temos a equagao

s _ _DO4207 e g
el D@ t)] = T o) Q( o) [P(x, )], (6.17)

A Eq. (6.17) é uma equacao diferencial fracionaria de Bernoulli, do tipo
(5.39), que pode ser resolvido de forma exata para arbitraria ¢ > o = 1 —¢,
com € < 1.

Para ¢ # 1 a solugdo da Eq. (6.17) em baixo nivel fracionério é a

generalizada da Eq. (6.9):

1

P(x) = A1 - B(1—q)(z —x0)*] ", (6.18)

onde B = 5A74.
Esta é uma distribuicao que segue o PME. Mais ainda, este modelo
generaliza a estatistica nao extensiva de Tsallis (2009), @ — 17, tendo esta

ultima como caso particular.
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Capitulo Sete m——

Aplicacoes e Resultados

Prediction is very difficult, especially about the future.

Niels Bohr

Neste capitulo utilizaremos os resultados dos capitulos anteriores, e
apresentaremos algumas simulagoes dos procedimentos estocasticos propos-
tos neste trabalho. Assim, abordaremos somente os estudos diretamente

relacionados com as propriedades das estruturas de proteinas.

7.1 Analise Fractal de Proteinas com Repeticao em
Tandem

A descricao fractal das estruturas de proteinas globulares tem sido am-
plamente estudada. As proteinas mostram uma auto-similaridade intrinseca
na dobra e densidade de compactagao da sua estrutura (FINNEY, 1975; RI-
CHARDS; LIM, 1993; TORRENS, 2002). Além disso, a forma da proteina nao
muda em diferentes escalas de observagoes. Dito isto, este comportamento
fractal tem consequéncias importantes para a termodinamica da dobragem
de proteinas. Por exemplo, as propriedades fractais de 5526 estruturas
terciarias de diferentes proteinas foram investigadas e a dimensao fractal
0 = 2,47 foi obtida por Moret et al. (2005).

A estrutura final enovelada é determinada por fatores energético: uma
proteina se enovela na forma cuja energia livre € minimizada, a qual contém
a maior parte das caracteristicas secundarias finais (a-hélices e folhas-f3).
Neste estagio, ela adquire a forma de uma estrutura compacta, o qual pode
ser medido pelo seu raio de giracao (R,), amplamente utilizado para estu-
dar a compactacao e a estabilidade estrutural de proteinas. A familia de
proteinas TRs pode ser vista como um aglomerado de esferas aproximadas,

utilizando seus raios de giro.
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Aplicagoes e Resultados 7.1. Analise Fractal de Proteinas com Repeticao em Tandem

Gomes (1987) estudou aglomerados de bolas de papel amassado para
analise fractal por aproximacao de campo médio. As bolas de papel amas-
sado podem servir de modelos analogos para as proteinas globulares eno-
veladas, que possuem dimensao fractal semelhante as das bolas de papel
(MORET et al., 2005; MORET et al., 2009).

Neste modelo, a energia total F associada a estrutura dobrada de uma
proteina ¢ dividida em duas contribuicoes: o primeiro termo que vem de
y» onde k > 0 é uma constante elastica
efetiva, R, caracteriza o raio de gira¢ao da configuracao de proteinaen é o

uma energia elastica, F, = %kR

exponente dimensional. O segundo termo é uma energia de auto-exclusao
E., que é suposto ser uma interacao entre dois corpos e consequentemente
¢ proporcional ao quadrado da densidade média de massa, p = %, que
domina o solvente, Ey, o« M? x R;*. O termo eldstico estd associado a
fatores entrépicos envolvidos no enovelamento e interacoes hidrofébicas que
tém sua origem microscopica, dada pelo principio de exclusao de Pauli, que
tende a privilegiar a forca de restauracao F,; = —%nkRg_l. Por outro lado,

quando M Rg‘s, este modelo produz a energia relativa total £ como uma

oL
' OR,

da escala como funcao do exponente dimensional como segue

funcao de Ry, n e . Ao minimizar o &/ = 0, encontramos o expoente

5:3;”. (7.1)

Figura (7.1) mostra a relacao tamanho-massa das 1213 proteinas com
repeticao em tandem. A partir deste modelo, a dimensao fractal é § =
2,15 + 0,03. Recordamos que esse valor estd longe da dimensao das
proteinas globulares (6 = 2,47 + 0,03) (MORET et al., 2005). Ou seja,
a dimensao das proteinas de repeticao em tandem é compativel com o di-
mensao fractal de superficies rugosas pois é menor do que 2,3 (PERSSON,
2014).

A dimensao encontrada reflete o enovelamento de proteinas de re-
peticao em tandem, ou seja, como essas macromoléculas sao compacta-

das. Para verificar esta afirmacao, medimos a densidade da proteina de
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Aplicagoes e Resultados 7.1. Analise Fractal de Proteinas com Repeticao em Tandem

Figura 7.1: Relagao Massa-Raio das 1213 proteinas de repeti¢oes em tandem. A dimensao
fractal 6 = 2,15+ 0,03 com coeficiente de correlacao de Pearson R = 0,923.
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Fonte: Dados da pesquisa.

repeticao em tandem, conforme proposto por Moret et al. (2005).

A Figura (7.2) apresenta a incerteza dos expoentes de escala das pro-
teinas TRs quando as examinamos separadamente, usando o modelo de
campo médio. O valor médio n = 1,30 £ 0,06 foi encontrado para as
1213 proteinas TRs. Esse valor é muito distante do expoente de escala das
proteinas globulares, como observado em Moret et al. (2009), n ~ 2. Neste
modelo de campo médio, as proteina TRs tem um comportamento de uma
mola dura, e a forga restauradora nao obedece a lei de Hooke, I Rg_l.

A Figura (7.3) descreve o comportamento da densidade da cadeia
protéica. Assim, como consequéncia da analise de ajuste, observamos que
as TRs de proteina de densidade sao distribuigoes (¢, «)-gaussianas com
valor médio de (p) = 0, 88 a.u./A3, perto do valor (p) = 0,86 a.u./A3
para proteinas globulares (MORET et al., 2005). KEsta descoberta corro-
bora os resultados obtidos por Fischer, Polikarpov e Craievich (2004) onde
sugerem que a densidade da proteina nao pode ser considerada igual a
(p) =0,81 a.u./ A’ independentemente da natureza da proteina, conforme

discutido em Manhart e Morozov (2015). Nesse sentido, o comportamento
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Aplicagoes e Resultados 7.1. Analise Fractal de Proteinas com Repeticao em Tandem

Figura 7.2: Dimensao fractal das proteinas estudadas. Da esquerda para a direita sao
apresentadas a dimensao fractal, com indicacao da incerteza, das familias de repeticao:
Ricas em Leucina, Anquirina, beta-Propeller, beta-Tetrafoil, Tetratricopeptideos, Arma-

dillo/HEAT.
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Fonte: Dados da pesquisa.

observado na Fig. (7.3) é apenas devido a auto-semelhanca que é uma
caracteristica inerente deste tipo de sistema complexo.

Aqui, a densidade média de proteinas repetidas em funcao do raio de
giragao segue uma distribuicdo (g, a)-Gaussiana, onde ¢ = 1,56 £ 0,10 e
a = 0,95, levando a massa, volume e também areas de proteinas repetidas
seguem leis de poténcia (LYRA; TSALLIS, 1998). Portanto, a dobragem
de proteinas TRs pode ser vista como um sistema critico auto-organizado
(PHILLIPS, 2009a).

Nela, observa-se também que a evolucao da distribuicao da densidade
média ocorre lentamente ao longo do tempo. Neste caso, é possivel ca-
racterizar a densidade como um processo estacionario. Consequentemente,
os resultados obtidos a partir da analise indicam que uma distribuicao de
densidade de cauda longa ¢é a distribuicao adequada. Observamos que a
distribuicao (g, a)-gaussiana, que exibe leis de poténcia assintéticas, é a

proposta para ser nosso modelo.
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Figura 7.3: Distribuicao de densidade de 1213 de proteinas TRs. Os pontos representam

os dados experimentais, com a curva continua a (¢, «)-ajuste gaussiano cujo coeficiente

R? = 0,993, indice entrépico ¢ = 1,560, 10, o = 0, 95 e densidade média de compressao
3

{p) = 0,88 a.u./A".
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Fonte: Dados da pesquisa.

Recordamos que a criticalidade auto-organizada indica um fenomeno
encontrado em sistemas que atingem um estado critico a partir de um
processo de evolugao natural, mas nao exigem nenhum ajuste fino de
parametros ou mudancas na configuragao inicial. Proteinas TRs tem mui-
tos recursos atraentes que sao especialmente adequados para estudar in-
teragoes de longa distancia mediadas pelo solvente dgua (PHILLIPS, 2009a).
Além disso, a densidade média de compactagdo p = M/V das cadeias de
proteinas podem ser investigadas a partir da andlise de escala do expoente
obtido das medidas massa-tamanho.

A superficie de uma macromolécula pode ser definida como sendo a
parte da molécula acessivel ao solvente, perto do raio de molécula sol-
vente (dgua) 1,4 A. Figura (7.4) descreve a auto-similaridade da drea de
superficie acessivel ao solvente (SASA) como uma fungdo do nimero de
aminodcidos N. Observamos que o SASA (A) obedece a lei de poténcia
Ax N7 com~=0,95+0,01. A dimensao fractal v fornece uma indicagao

quantitativa do grau de acessibilidade da superficie em relacao a diferentes
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solventes, caracterizando a irregularidade das superficies moleculares.

Figura 7.4: Area acessivel ao solvente dependendo do raio de giracao, com v = 0,9540, 01
e o coeficiente de correlagao de Pearson 0, 98.
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Fonte: Dados da pesquisa.

O tamanho médio de uma proteina pode ser expresso em funcao do
raio de giracao Ry, a relagao ¢ seguindo lei de potencia R, oc M", onde
v = % é um expoente de escala em condicoes de solvente. Observamos que
a area de superficie acessivel para o solvente obedece a uma lei de poténcia
em func¢ao do raio de giro: A x Rg.

No que se segue, a area de superficie acessivel ao solvente de uma
proteina com o seu volume como segue A = 0y = 2,04+0, 05, ou seja, a di-
mensao fractal é maior do que 2 comportando-se como um objeto amassado
(GOMES, 1987).

Em resumo, as proteinas repetidas sao uma classe generalizada de
proteinas nao globulares com baixa fractalidade. A proteina de repeticao
dobrada ¢ definida pelo arranjo dos elementos de estrutura secundaria da
estrutura em relagao ao outro no espaco, que podem revelar relagoes evo-
lutivas, que as vezes sao dificeis de detectar no nivel da sequéncia. A
analise dessas estruturas 3D revela que cada repeticao de sequéncia corres-

ponde a uma unidade estrutural repetitiva e sua disposicao em conjunto
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para formar pregas de proteinas alongadas (KAJAVA, 2012). Devido ao
modelo de campo médio, o expoente Massa-Raio 6 = 2,15 £ 0, 03, mostra
a dimensao fractal do objeto semelhante as superficies asperas (PERSSON,
2014), tornando a hipersuperficie de energia um objeto multifractal (MO-
RET et al., 2001). Esta lei é obtida tomando o equilibrio entre as interagoes
excluidas-volume e os monémeros elasticos na agua. Nossa abordagem é
obter definicoes operacionais simples para definir a dimensao fractal da
massa, veja Dewey (1998), com base no conceito de SOC. Além disso,
a fractalidade baixa sugere que os modelos fracionarios podem ser mais
apropriados (TARASOV, 2011).

7.2 Polialaninas

As polialaninas sao ideais para essa simulagao por serem relativamente
simples e apresentarem estrutura secundaria definida. Dito isto, foi utili-
zado um campo de forca GROMACS para avaliar a paisagem energética
das polialaninas 14-alanina e 18-alanina, em 7" = 350 K.

Nas figuras (7.5) e (7.6) descreve-se o comportamento da paisagem de
energia de ambos os peptideos. Assim, como consequéncia da analise do
ajuste (g, a) gaussiano, observamos que a energia das polialaninas é um
sistema nao-extensivo associado com a entropia generalizada de Mathai.
Deste modo, os dados estudado sugerem que a equagao fracionaria Fokker-
Planck Eq. (6.14) é adequada para estudar essas proteinas, mais ainda, as
proteinas de repeticao em tandem.

Em ambas as figuras, as curva (curva vermelha) tem o« = 0,90 e ¢ =

1,46+0, 04 com o mesmo coeficiente de correlacao de Pearson de R = 0, 99.
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Figura 7.5: Distribuicao de energia dos peptideos 14-alanina com temperatura de
equilibrio térmico de T' = 350 K.
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Figura 7.6: Distribuicao de energia dos peptideos 18-alanina com temperatura de
equilibrio térmico de T' = 350 K.
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Fonte: Dados da pesquisa.
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meessssssssssssssmm Capitulo Oito S ——————

Conclusao

Are there pathways for protein folding?

Levinthal

O trabalho que apresentamos nesta tese aborda o enovelamento protéico.
Naturalmente, ja se sabe que uma proteina deve se enovelar rapidamente,
por meio do balanceamento entre os efeitos entropicos e entalpicos, em sua
estrutura nativa termodinamicamente estavel. Do ponto de vista da con-
formacao, as proteinas sao moléculas dinamicas, as quais podem dobrar-se
e desdobrar-se milhares de vezes em sua existéncia. Apesar disso, pes-
quisas na ultima década mostrou relevancia biologica e médica ao apontar
que o dobramento aberrante ou incorreto favorece a agregacao e que muitas
doencas humanas sao causadas pela agregagao de proteinas (DOBSON, 2003;
CHITT; DOBSON, 2006; JAHN; RADFORD, 2008). A definigao do problema,
qual seja: combinar a estatistica de tsallis com a teoria fractal e o calculo
fraciondario para analisar proteinas com repeticao em tandem enoveladas,
bem como os limites e limitacoes deste trabalho foram apresentados no pri-
meiro capitulo juntamente com os objetivos e a importancia da pesquisa.
No segundo capitulo apresentamos conceitos necessarios ao entendimento
e analise dos experimentos que foram realizados.

No terceiro capitulo abordameremos alguns conceitos da teoria de fendmenos
criticos. Discutimos teoria de escala, expoentes criticos, classes de univer-
salidade e a criticalidade auto organizada (SOC). Além disso, descrevemos
fatos essenciais da teoria de campo médio e do modelo de Flory genera-
lizado. Com esta técnica, determina-se quando sistemas sugerem varias
caracteristicas interessantes, como, interacoes de longo alcance, efeitos de
memoria longa, fractalidade, nao linearidade, leis de poténcia, transicoes
de fase entre outras. Foi constatado por Moret et al. (2009) com o modelo

de Flory generalizado, que bolas de papel amassado (GOMES, 1987), de
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diferentes diametros, podem servir de modelo para as proteinas globulares
enoveladas.

Neste trabalho revisitamos os fundamentos basicos do célculo fracio-
nario num contexto histérico desde 1695 até 1967, em que fica evidente a
generalizacao da fungao fatorial por Euler (1738) foi o motor principal para
solidificacao dos conceitos moderno de calculo fracionario. Dessa forma, no
quarto capitulo destacamos a derivada fracionaria de Caputo com baixo
nivel fracionario. Neste caso, a derivada fracionaria pode ser vista como
uma perturbacao da derivada ordinaria.

Propusemos o conceito da regra da cadeia para derivada de Caputo com
baixo nivel fracionario. Essa abordagem leva ao método de mudanca de
variavel para resolver equagoes diferenciais fracionarias. Esta ideia pode ser
aplicada a uma versao fracionaria da equacao diferencial ordinaria do tipo
Bernoulli, Eq. (5.23), cuja solugao classica pode ser recuperada como caso
particular. As versoes fracionarias dos modelos de Bertallanfy-Richards e
de Von Foerster, Eqgs. (5.29) e (5.41), sdo casos especiais da equagao dife-
rencial ordinaria fracionaria de Bernoulli. Dessa maneira podemos concluir
que a Eq. (5.41) é uma pertubagao da fungdo g-exponencial, a qual provém
da mecanica estatistica nao-extensiva de Tsallis (1988). Mais ainda, a
funcao (g, o)-exponencial interpola as fungoes g-exponencial e exponencial

esticada. O Diagrama (8.1) ilustra esta relagao.

1 a
expy (1) q—iexp(—ﬁ) (8.1)
oz—)l_j La—ﬂ_

exp (~) - exp(1

A abordagem desenvolvida anteriormente permitiu, no capitulo se-
guinte, determinar a solugao estacionaria da equagao de Fokker-Planck nao
linear em dimensao nao-inteira com baixo nivel fracionario. Esta solucao
é a funcao g-exponencial generalizada que unifica o comportamento tipo
lei de poténcia e exponencial alongada. Além disso, como funcao de dis-

tribuicao de probabilidade ela maximiza a entropia generalizada proposta
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por Mathai (1993), que oferece uma alternativa dada pela estatistica nao-
extensiva de Tsallis, caracterizada pelo parametro nao-extensivo ¢ essa
estatistica apresenta uma entropia generalizada nao-aditiva.

Da leitura dos arquivos PDB sao obtidas as coordenadas atomicas da
estrutura protéica das proteinas de repeticao em tandem as quais sao usa-
das para calcular as massas, os raios de giragao (R,) e as areas de superficie
acessivel ao solvente, com raio da esfera de prova de 1.4 A. Dessa forma, a
partir do modelo de Flory generalizado obtivemos a relacao de escala entre

o raio de giracao R, e a massa das 1213 proteinas de repeticoes em tandem,
R, ox M, (8.2)

contendo exclusivamente as a-hélices e folhas-5. A partir deste modelo, foi
encontrado a dimensao fractal 6 = 2,15 4+ 0,03. Ou seja, a dimensao das
proteinas de repeticao em tandem é compativel com o dimensao fractal de
superficies rugosas pois é menor do que 2,3 (PERSSON, 2014).

Nesta aproximacao de campo médio, as proteina de repeticao no estado
nativo tem comportamento de mola dura, e a forca de restauracao F' o
Rg’?’iO’OG nao obedece a lei de Hooke. Esta lei descreve a energia hidrofébica,
uma vez que a ligacao de hidrogénio ¢ significativa nesta fase. Além disso,
tem caracteristica do tipo “mola dura” ou mola nao linear. Ou seja, é
cada vez mais dificil deforma-la a medida que aumenta a solicitacao por
tragao, compressao, flexao ou cisalhamento. Sendo estas proteinas ricas
em estruturas secundarias a-hélices e folhas-3, elas devem ser mais rigidas
porque possuem um grande ntumero de ligagoes de hidrogénio, exatamente
como a familia S-propeller, conforme Fiilop e Jones (1999).

Foi observado que R, > 1 nas familias TRs, sugere que a energia
elastica E,; ~ E determina o dobramento, a dimensao fractal encontrada
que mede a compactacao das familias estudadas. Dessa forma, foi verificado
que o histograma das densidades média (p = M/V') em funcao do raio de
giragao segue uma distribuigao de probabilidade do tipo (g, «)-Gaussiana,

onde ¢ = 1,56 £0,10 e @ = 0,95. Portanto, a evolucao da distribuicao
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da densidade média segue um processo estacionario. Consequentemente, a
solucao estacionaria da equacao de Fokker-Planck fracionaria com arrasto
sublinear pode ser utilizado para estudar o processo de enovelamento de
proteinas de repeticao em tandem.

Os aminoacidos expostos na area de superficie acessivel ao solvente, no
estado nativo, sao semelhantes a um fio amassado em duas dimensoes, mas
podendo realizar outros caminhos s6 possiveis no caso de uma estrutura tri-
dimensional. Nosso resultado abrange a generalizacao do modelo de Flory
(MORET et al., 2009) na teoria dos homopolimeros com um grande ntimero
de ligacoes de hidrogenio, a acessibilidade de multiplas rotas distintas entre
estados desnaturados e nativos (ROWLING et al., 2015). Tal estudo permitiu
boa compreensao da natureza da rugosidade superficial das superficies de
proteinas de repeticao e o interesse biolégico sao de importancia crucial
para um grande nuimero de aplicacoes importantes.

As Polialaninas sao prototipos para estudar o processo de enovelamento
de estruturas em conformacoes a-hélices. Assim, foi determinado séries
temporais de energia conformacional de pequenas estruturas em a-hélices
por simulacoes usando o programa THOR, combinado com o campo de
forca. GROMOS (SCOTT et al., 1999). Analisamos as Polialaninas com 14
e 18 aminoacidos para T" = 350 K, os dados sugerem que a distribuicao de
energia é uma (¢, a)-Gaussiana, com a = 0,9 e ¢ = 1,46. Portanto, temos
um sistema nao extensivo de baixa fractalidade.

Por ultimo, a forma das proteinas de repeticao, assemelham-se a fo-
lhas de papel ligeiramente amassadas, com alta densidade. A dimensao
encontrada sugere que nenhuma escala de hidrofobicidade pode ser rele-
vante a estas proteinas, visto que, a geometria fractal se comporta entre
a de um arame amassado no plano e das esferas empacotadas aleatori-
amente no limiar da percolacao. A dimensao do Fractal nao substitui
outras ferramentas estatisticas e deve ser usada com outros parametros
para andalise completa. Pelos estudos da fractalidade (drea acessivel ao sol-

vente, volume, massa), e da distribui¢do de massa-raio gera uma escala de
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hidrofobicidade de longo alcance, e segue comportamento de Criticalidade
Auto-Organizada, de grande interesse no contexto dos chamados sistemas
complexos.

Para estudar propriedades moleculares precisamos calcular entropia,
energia livre e energia total do sistema, que sao derivadas da funcao de
particao da mecanica estatistica. A estrutura final enovelada é determi-
nada por fatores energético: uma proteina se enovela na forma cuja ener-
gia livre ¢ minimizada, a qual contém a maior parte das caracteristicas
secundérias finais (a-hélices e folhas-3). Quando uma proteina se enovela
ela forma uma estrutura compacta. Por outro lado, as proteinas fibrosas
tém formatos alongados nas quais as estruturas secundarias a-hélices e
folhas-/3 sao os motivos estruturais dominantes.

Finalmente, acreditamos que nossas abordagens e descobertas poderao
ajudar os pesquisadores a explorar novas caminhos e aplicagoes usando essa
nova formulagao da regra da cadeia para derivadas fracionarias com baixo
nivel. Além disso, esse método pode ser generalizado para outros tipos de

Equacoes Diferenciais Fracionarias.
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