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Resumo

Fibras 6ticas sao estruturas utilizadas para transportar ondas eletromagnéticas entre dois
pontos do espaco. Sua principal aplicagao é a transmissao de dados em alta velocidade
entre grandes distancias. Devido a sua grande capacidade de transmissao de dados a
espinha dorsal da internet é totalmente composta por fibras éticas. Como cada vez mais,
mais pessoas tém acesso a internet, para que nao haja perda da banda de comunicacao,
h& uma constante procura no aperfeicoamento destes dispositivos. Desde métodos de
multiplexagao a construcao de fibras de varios nicleos, diversos artificios sao utilizados
para aumentar a taxa de transmissao de dados das fibras 6ticas. Este trabalho apresenta
um estudo da aplicagao do Momento Angular Orbital da luz na transmissao de dados em

fibras dticas.

A utilizagdo do Momento Angular Orbital da luz na transmissao de dados em fibras
6ticas vem ganhando destaque nos ultimos anos. Ja foi provado que o Momento Angular
Orbital da luz representa um novo grau de liberdade ortogonal na transmissao de dados.
Além disso, teoricamente, o nimero de estados portadores de Momento Angular Orbital
¢ infinito o que possibilita um aumento tedrico infinito na taxa de transmissao de dados,

contudo, existe uma limitacao experimental na geracao desses feixes.

Este trabalho apresenta um estudo de duas fibras capazes de transportar Momento Angu-
lar Orbital. Uma das fibras, aqui denominada de hyper-fiber, possui um indice de refragao
de perfil hiperbdlico e a outra, chamada de wvortez-fiber, é modelada a partir de um ar-
tigo que apresenta resultados experimentais. A solucao geral da equacao de Helmholtz
vetorial da hyper-fiber é obtida. Esta solucao é descrita por duas fungoes especiais: a
funcao Hipergeométrica do segundo tipo e o polinomio de Laguerre generalizado. Ambas
as funcoes sao empregadas para descrever fendmenos oticos, mas elas ainda nao foram
analisadas conjuntamente neste tipo de fibra. O modelo algébrico da vortex-fiber foi de-
senvolvido com o objetivo principal de se poder comparar as duas fibras. A andlise das
fibras contempla a avaliagao da regiao de convergéncia das funcoes, o estudo do perfil de

intensidade e uma estimativa da taxa de transmissao de dados.



Abstract

Optical fibers are structures used to transport electromagnetic waves through two points
in space. They are mainly used for high speed data transmission in long distances and
due their high transmission band, fiber optics compose the internet backbone. As more
and more people have internet access, to avoid losing communication band, these devices
are constantly being optimized. From signal multiplexing methods to multiple cores fibers
construction techniques, many different approaches are used to increase data transmis-
sion rate. This work study the Orbital Angular Momentum of light in fiber optics data

transmission.

The data transmission through Orbital Angular Momentum of light is in the spotlight for
the optical scientific group. Many papers were published in the last years and the interest
in this physical quantity keeps growing. It has been proved that the Orbital Angular
Momentum of light is a new orthogonal degree of freedom in data transmission. Besides
that, the number of states that could carry Orbital Angular Momentum is theoretically
infinity. This lack of limit allows an unbound growth in data transmission, however,

experimental limitations for the generation of these beams still need to be overcome.

This work presents a study of two optical fibers capable of data transmission through Or-
bital Angular Momentum of light. One of these fibers, named hyper-fiber, has a parabolic
refractive index and the other one, called vortex-fiber, was modeled from results of an
experimental work. The general solution of the hyper-fiber Helmholtz equation is found.
This solution is described by two special functions: the hypergeometric function of the se-
cond kind and the generalized Laguerre polynomials. Both functions are commonly used
to describe optical phenomena but they were never used in this particular application.
The vortex-fiber algebraic model was developed to compare both fibers. Their analy-
sis include the study of the convergence region, intensity profile and data transmission

estimation.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Definicao do Problema

Além do momento linear, as ondas eletromagnéticas podem carregar momento angular.

Por sua vez, o momento angular pode ser separado em spin e momento angular orbital

(MAO).

Ha um grande interesse da comunidade cientifica em entender como feixes com MAO
sao gerados, transmitidos e detectados, principalmente porque eles possuem propriedades
que permitem aumentar a transmissao de dados em fibras 6ticas.

O estudo dessa propriedade vem recebendo financiamento de 6rgaos governamentais,
a exemplo do projeto de pesquisa Phorbitech. Este projeto reuniu seis universidades
Européias e a UFRJ para estudar a geracao, manipulacao, transmissao e deteccao de
feixes com MAQO. Sozinho este grupo foi responsavel pela publicacao de 120 trabalhos
cientificos entre os anos de 2010 e 2013.

O MAO é considerado um grau de liberdade ortogonal na multiplexacao de dados e
sua utilizagao na transmissao de dados em fibras 6ticas foi estudada em, (BERNARDO;
MORAES, 2011), (BOZINOVIC; KRISTENSEN; RAMACHANDRAN;, 2011), (BOZI-
NOVIC et al., 2013). Quando N feixes com MAO sao multiplexados em uma fibra, a
eficiéncia espectral aumenta N vezes. Essa capacidade pode ser ainda maior, alcancando
2N se a polarizagao também for multiplexada, (BOZINOVIC et al., 2013).

Além do grande interesse comercial existem um grande interesse cientifico no estudo
do MAO. Esta propriedade é encontrada em ondas eletromagnéticas e em fétons. E o
entendimento dessa propriedade pode estreitar a relagao entre o electromagnetismo e a

mecanica quantica.



1.2 Objetivo

A presente dissertacao de mestrado apresenta um estudo sobre dois tipos de fibras oticas
e desenvolve para cada uma delas um modelo de propagacao de ondas eletromagnéticas

portadoras de momento angular orbital.

Uma das fibras possui indice de refracao de perfil hiperbdlico. Ela foi anteriormente
estudada em (BERNARDO; MORAES, 2011) e neste trabalho ela serd denominada de
hyper-fiber.

A outra fibra, denominada de vortez fiber, foi inicialmente estudada em (BOZINOVIC;
KRISTENSEN; RAMACHANDRAN; 2011). Alguns resultados experimentais foram obti-
dos desta fibra, mas nenhum modelo algébrico da propagacao de ondas eletromagnéticas
foi encontrado. Devido a grande variacao de seu indice de refracao, o presente traba-
lho aproxima o indice da fibra vértex, por um indice de fibras de muiltiplas coberturas,
multiple-claddings.

Além do desenvolvimento dos modelos de propagacao, este trabalho se propoe a ana-
lisar a taxa de transmissao de dados através de cada uma dessas fibras, nao abordando a

geracao e medigao dos feixes portadores de MAO.

1.3 Importancia da Pesquisa

As fibras 6ticas sao guias de onda que permitem a transmissao de dados em banda larga
através de longas distancias. Por esse motivo, a espinha dorsal da internet é totalmente
composta por fibras éticas e a medida que o consumo de banda aumenta, novas conexoes

sao feitas e fibras de maior capacidade substituem outras de menor capacidade.

Para suprir essa demanda cada vez maior, diversas técnicas sao utilizadas para au-
mentar a capacidade de transmissao de dados, dentre elas pode-se citar, as técnicas de
modulacao do sinal luminoso, geracao de feixes ”"monocromaticos”, desenvolvimento de

fibras de diversos nucleos, etc.

E teorizado que o MAQO de ondas eletromagnéticas permite a transmissao de um
nimero infinito de feixes no mesmo canal de comunicacao. Isto aumentaria indefinida-
mente a taxa de transmissao de dados em uma tnica fibra. Diversos estudos experimentais
ja comprovaram que este fenomeno acontece para um numero pequeno de feixes. Con-
tudo, ainda nao existe um modelo bem definido de fibra para a transmissao desses feixes
e também nao se conhece as limitagoes experimentais desta técnica. Logo, o presente

trabalho favorece o desenvolvimento de uma tecnologia de grande interesse comercial.

Do ponto de vista cientifico, o entendimento da transmissao de feixes portadores de
MAOQO estreita a relagdo entre o electromagnetismo e a mecanica quantica, visto que o

MAO da luz é uma grandeza aditiva, presente em ambos os paradigmas.



1.4 Organizacao da Dissertacao de Mestrado
Esta dissertagao apresenta cinco capitulos e esta organizada da seguinte forma:

e Capitulo 1 - Introducgao: este capitulo apresenta o trabalho, descrevendo o pro-
blema, objetivos principais e a estrutura do texto.

e Capitulo 2 - Embasamento Tedrico: apresenta um breve embasamento tedrico
com os conceitos do eletro-magnetismo necessarios ao entendimento do trabalho. O
principal objetivo deste capitulo é o de demonstrar a linha de raciocinio utilizada
para se chegar aos modelos matematicos das fibras estudadas.

e Capitulo 3 - A Hyper-Fiber: este capitulo apresenta a estrutura da hyper-fiber e o
modelo matematico de propagagao de ondas eletro-magnéticas portadoras de MAO.

Avalia-se também a taxa de transmissao de dados para as solugoes encontradas.

e Capitulo 4 - A Fibra Vortex: descreve como a estrutura da fibra vortex foi
modelada matematicamente e apresenta o modelo de propagacao de ondas eletro-
magnéticas portadoras de MAO. A taxa de transmissao de dados desta fibra é ava-

liada de forma numérica.

e Capitulo 5 - Consideragoes Finais: como algumas consideragoes foram reali-
zadas nos capitulos anteriores, o capitulo final compara os resultados dos modelos,

apresentar as conclusoes e cita possiveis melhorias no trabalho.



Capitulo 2

Embasamento Teorico

2.1 Equacoes de Maxwell

As equacoes de Maxwell descrevem as interagoes eletromagnéticas, definindo o compor-
tamento do campo elétrico e do campo magnético no espago e no tempo.

(

= E(7,t) (2.1a)
= H(

) (2.1D)

!

t
t

Tty

!

As equacoes de Maxwell podem ser escritas na forma integral ou na forma diferen-
cial. A forma integral das equagoes de Maxwell quantifica grandezas fisicas em regices do
espago. Ja a forma diferencial permite avaliar essas grandezas de forma pontual. Além
disso, através da forma diferencial é possivel simular as interacoes dos campos eletro-
magnéticos em mudancas de meios, pois a permissividade e a permeabilidade também sao

definidas de forma pontual.

Como este trabalho procura obter as solu¢oes de propagacao de ondas no interior de

fibras oOticas, apenas as equagoes de Maxwell na forma diferencial serao utilizadas, 2.2.

V-¢cE=p (2.2a)
V.-uH =0 (2.2b)
L 9eE -
H=">+] 2.2
V x 5 + (2.2¢)
= auﬁ
VxE=—"""C 2.2d
X BT (2.2d)

Uma das consequéncias das equacoes de Maxwell é que a analise feita para o campo



elétrico também é valida para o campo magnético. Logo, por simplicidade, apenas as
solugoes para o campo elétrico serao apresentadas.

2.2 Equacao de Helmholtz

A equacao de onda, ou equacao de Helmholtz, descreve a propagacao das ondas eletro-
magnéticas. Ela é obtida a partir das equagoes de Maxwell supondo que o espago é livre
de cargas (p =0, J = 0).

Aplicando o rotacional na equacao 2.2d e supondo que a permeabilidade magnética

do meio p é invariante no tempo e espaco:

o OV x H
\VAVE AV A (2.3)
ot
Sabe-se que a propriedade 2.4 do Laplaciano é vélida.
VxVxE=V(V-E)-VE (2.4)
A partir das equacoes 2.3, 2.4 e 2.2¢ obtém-se:
. . OcE
V2E —V(V-E) - % —0 (2.5)

A equacgao de Helmholtz é valida para campos elétricos e campos magnéticos. Para
0 caso em que a permissividade elétrica é invariante no tempo e espaco o divergente do

campo elétrico é nulo e obtém-se as equacoes 2.6.

a 0’E

VQE — M&TW = O (26&)
_ 02 H

V*H — pe 52 =0 (2.6b)

Neste trabalho a permissividade elétrica é sempre invariante no tempo. As equagoes
2.6 foram obtidas supondo que a permissividade também ¢é invariante no espaco, con-
tudo, esta aproximacao nao serd considerada em analises futuras. Como a permissividade
elétrica é a grandeza que define o indice de refragdo de um meio, ela nao serd considerada
invariante no espacgo no estudo da hyper-fiber, pois esta fibra apresenta no seu interior
um indice hiperbdlico em funcao do raio.



2.3 Momento da Luz

O momento é uma grandeza facilmente observavel em objetos massivos, contudo ela é
pouco intuitiva quando relacionada as ondas eletromagnéticas. Essa dificuldade pode ser
explicada por sua origem na mecanica classica, durante o desenvolvimento das trés leis
de Newton. Além disso o pequeno valor da intensidade da radiacao de pressao dificulta a

sua observacgao em fendomenos macroscopicos.

Os principais artigos que demonstraram a propagacao de momento por ondas ele-
tromagnéticas sao relativamente recentes, datando do século XX. Em 1901, (NICHOLS;
HULL, 1901) demonstrou que a luz pode transmitir momento linear, em 1936, (BETH,
1936) demonstrou que a luz pode transmitir momento angular e em 1992, (ALLEN et
al., 1992) demonstrou a existéncia do momento angular orbital da luz. Por ser uma drea

relativamente recente, ainda se espera que muitas descobertas sejam feitas.

O momento pode ser subdivido em trés; o momento linear e momento angular spin e

o momento angular orbital.

e Momento Linear
e Momento Angular Spin (MAS)
e Momento Angular Orbital (MAO)

Quando se refere a ondas eletromagnéticas o momento recebe outras denominagoes.
O momento angular spin também é chamado de polarizacao. Ja feixes de laser dotados

de momento angular orbital podem ser chamados de luz torcida ou de vortice ético.

O momento ¢ uma grandeza aditiva, ou seja, ela ¢ uma grandeza cujo valor para um
sistema de particulas é a resultante dos valores associados a cada particula, (NUSSENZ-
VEIG, 1998). Em outras palavras, o comportamento quantico de uma grandeza aditiva
pode ser observado em fendmenos macroscopicos. Esta relacao estreita entre o electro-
magnetismo e a mecanica quantica existente no momento angular orbital da luz foi citada
em (ALLEN et al., 1992).

2.3.1 Momento Linear

A existéncia do momento linear em ondas eletromagnéticas emerge do fenomeno conhecido
como radiacao de pressao, onde uma onda eletromagnética exerce uma pressao sobre uma
superficie absorvente. A existéncia de momento em fotons é um fenémeno pouco intuitivo
visto que os fotons nao possuem massa de repouso. A relacao entre energia E e momento
linear p é dada por, 2.7, onde c ¢é a velocidade da luz no vacuo.

E =pc (2.7)



2.3.2 Momento Angular Spin

O momento angular spin também é chamado de polarizacao. A polarizacao existe porque
a direcao de vibracao dos campos elétrico e magnético, podem variar no tempo e espago.
Em ondas planas monocromaticas, esta variacao é definida pelos valores da amplitude e
da diferenca de fase entre as componentes do campo. A polarizacao pode assumir tres
formas distintas:

e Polarizacao Linear
e Polarizacao Circular

e Polarizacao Eliptica

As polarizagoes linear e circular sao casos especiais da polarizacao eliptica.

A polarizacao de um feixe que se propaga na direcao z é associada ao spin de seus
fotons pela equacao 2.8.

J,=+h (2.8)

J, é o momento angular do fé6ton ao longo da direcao z e h é a constante de Planck
definida por 2.9.

h
h=5— = 6,626 x 107 m?kg/s (2.9)

2.3.3 Momento Angular Orbital

O momento angular orbital, define a distribuicao espacial do raio luminoso. Precisa-
mente, 0 MAO define um feixe de formato helicoidal, matematicamente representado por
exp(ime), onde m é uma constante chamada de carga topoldgica e 6 é o angulo azimutal.

O feixe helicoidal pode ser visualizado como um raio de luz paraxial com um vértex
Otico no centro. Em coordenadas cilindricas e notacao complexa de um feixe helicoidal

que se propaga na direcao z, pode ser expresso por 2.10.

F(p,6,2) = A(p)emée o (2.10)

A carga topolégica m deve assumir valores inteiros, e é ela que define a distribuigao
espacial do feixe. Teoricamente, m pode assumir qualquer valor inteiro o que implica
em uma quantidade infinita de feixes portadores de MAQO. Na pratica, a utilizacao desses
feixes é limitada pelos aparatos que o geram. E, durante o desenvolvimento deste trabalho,



nao foi tomado conhecimento de nenhum experimento realizado no intuito de verificar os

limites experimentais da carga topoldgica.

Do ponto de vista quantico, os feixes com momento angular orbital sao formados por
féotons com momento definido por 2.11.

J, =mh (2.11)

2.4 Fibras oticas

As fibras oticas sao um tipo especial de guias de onda. Basicamente, as fibras éticas
diferem das outras guias de onda por causa do formato cilindrico e de serem especializadas

na transmissao de feixes de luz.

As fibras 6ticas de silica sao o mais importante meio de transmissao de dados entre
longas distancias, o que ¢ devido principalmente a baixa atenuagao e dispersao do sinal
transmitido, (OKAMOTO, 2006). Um exemplo da baixa atenuagdo na transmissao de
dados pode ser observado em (YOKOTA et al., 1986), que demonstrou uma atenuagao
de 0,154dB/m na transmissao de uma onda de A = 1, 55um.

As fibras éticas sao subdividias em grupos definidos pelo perfil do indice de refracao
do camada mais interna, o core. As mais conhecidas sao as fibras do tipo degrau e gradual.

2.4.1 Atenuacao e Dispersao

Em sistemas de comunicacao digital a informacao transmitida através de fibras éticas é
codificada em pulsos luminosos. Desta forma, a capacidade de transmissao de dados das

fibras éticas é medida através de duas grandezas: a perda(atenuacao) da energia do pulso
e a dispersao do pulso, (THYAGARAJAN; GHATAK, 2007).

A perda, ou atenuacao, é o fenomeno que representa a diminuicdo da intensidade
luminosa a medida que o pulso se propaga ao longo de uma fibra ética. A figura 2.1
representa uma curva tipica da atenuacao de uma fibra de silica. A menor atenuacao,
0,25 dB/km, ocorre para um comprimento de onda de 1550 nm.
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Figura 2.1: Atenuagdo de uma fibra de silica. O menor valor da atenuagao é 0,25dB/km e
ocorre para A = 1550nm. Fonte: (THYAGARAJAN; GHATAK, 2007)

A dispersao dos pulsos representa o aumento na largura do pulso, a medida que ele
é transmitido. Se a largura dos pulsos aumenta, o tempo de transmissao entre entre os
pulso deve ser suficientemente grande para que os mesmos nao se superponham. Logo,

quanto maior a dispersao menor sera a taxa de transmissao de dados.

As principais causas da dispersao dos pulsos luminosos sao:

e um pulso contém varios feixes de luz que se propagam por diferentes caminhos 6ticos,
consequentemente, cada feixe possui um tempo de viagem diferente. Esse fenomeno
¢é conhecido por dispersao intermodal.

e como nao existe uma fonte luminosa perfeitamente monocromatica, um pulso lumi-
noso € composto por um intervalo de comprimentos de onda. E como o indice de
refragao do material depende do comprimento de onda do sinal, ao longo do mesmo
caminho, diferentes comprimentos de onda possuem tempos de propagacao diferente.
Este fenomeno é conhecido como dispersao do material.



Capitulo 3

A Hyper-Fiber

A guia de onda com indice de refracao hiperbdlico estudada neste trabalho também foi
estudada em (BERNARDO; MORAES, 2011). Esta guia pode transmitir feixes com
MAO, que, em teoria, permitiria a transmissao de um numero infinito de feixes com
diferentes cargas topoldgicas, (m). Essa caracteristica dos feixes com MAO proporcionaria
um aumento consideravel da taxa de transmissao de dados em fibras 6ticas, por isso, ha
um grande interesse no estudo e desenvolvimento de fibras para a propagacao desses
feixes. Em (BOZINOVIC et al., 2013), apesar da fibra utilizada nao possuir indice de
perfil hiperbdlico, foram apresentados resultados experimentais que corroboram com a
expectativa de aumento da taxa de transferéncia de dados.

Este estudo foi realizado porque nao existe um modelo algébrico bem definido de
fibras com indice de refracao de perfil hiperbédlico. Durante o desenvolvimento deste tra-
balho algumas observagdes importantes foram feitas quando o modelo de (BERNARDO;
MORAES, 2011) foi comparado com o modelo desenvolvido.

O perfil do indice de refragao hiperbédlico estudado é definido pela equacao 3.1. A
constante ng é o indice de refracao quando r — oo, e ny é um parametro da fibra que

possui dimensao espacial.

nor

=t (14 22) (3.1)

Neste trabalho chamaremos de Hyper-Fiber a guia de onda com indice de refracao

hiperbdlico definido pela equacao 3.1.

A figura 3.1 apresenta a variacao do indice de refragao da guia de onda em funcao do
raio. A medida que o raio aumenta o indice de refracao se aproxima do valor de ng e a

medida que o valor do parametro n; aumenta a inclinagao da curva aumenta.
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Figura 3.1: Indice de refracao hiperbdlico.

O trabalho de (BERNARDO; MORAES, 2011) também apresenta uma técnica para
construcao da fibra definida pela equacao 3.1. Segundo o autor, o niicleo da fibra deve ser
constituido por um material opaco, para nao haver propagacao de ondas EM no centro
da fibra. E ao redor desta regiao opaca a fibra pode ser construida por vidro de silica

dopado com diéxido de Germanio. A dopagem deve ser feita com simetria cilindrica e sua
concentracao deve diminuir a medida que o raio da fibra aumenta.

3.1 Solucao da Equacao de Helmholtz

Supondo que os campos elétrico e magnético variam harmonicamente no tempo, obtém-se

a equacao de propagacao da onda no interior da guia.

E=E(Ft)= E(F)e ™ (3.2)

Substituindo 3.2 na equacao de Helmholtz 2.6a e derivando a equagao no tempo,
obtém-se 3.3.

V2E + w?ucE = 0 (3.3)

A partir da definicao da permeabilidade magnética, u, e da permissividade elétrica e
obtém-se 3.4.

V2E + wppeopiner E =0 (3.4)

11



A permeabilidade magnética no viacuo e a permissividade elétrica no vacuo estao
relacionadas com a velocidade da luz no vécuo, ¢, por 3.5.

! (3.5)
c= .
v/ Ho€o
Substituindo 3.5 em 3.4 obtém-se 3.6.
W2MT5T —
VE E=0 (3.6)
2

Neste trabalho considera-se que a permeabilidade magnética relativa é sempre igual
al, g, = 1. Como &, = n?, obtém-se:

w2772
c2

V’E + E=0 (3.7)

O indice de refracao n é dado pela expressao 3.1.

Adotando-se o numero de onda do feixe incidente como 3.8, obtém-se 3.9.

wno
=20 3.8
: (3.5)
V2E + k? (1 + ﬁ) E=0 (3.9)
nor

A equagao 3.9 é a equagao de onda para a propagacao de ondas eletromagnéticas em
guias com indice de refracao de perfil hiperbdlico. Para se obter essa equacgao algumas
consideragoes foram feitas para reduzir a complexidade do problema. As mais importantes
consideracoes foram: o divergente do campo elétrico é nulo, V - E= 0, e a permeabilidade

magnética relativa é constante e unitaria. u, = 1.

Em coordenadas cilindricas as componentes espaciais do campo elétrico sao dadas
por:

E=Ejp+Eyp+ E.2

Adotando-se o eixo z como eixo de propagacgao da onda e supondo que a mesma possui
momento angular orbital, cada componente espacial apresenta a forma definida em 3.10.
B é numero de onda paralelo a direcao de propagacao e m é a grandeza que define o

Momento Angular Orbital. m é chamada de carga topoldgica.

12



E.(r,¢,2) = A.(r) e™ eF= (3.10a)
Ey(r,¢,2) = Ay(r) €™ e7'F= (3.10b)
E.(r,¢,2) = A.(r) e™¢ " (3.10¢)

De acordo com (OKAMOTO, 2006), em guias de onda cilindricos com simetria axial
onde o indice de refragdo depende somente do raio, n(r), a componente z dos campos
elétrico e magnético descrevem completamente a propagacao das ondas EM. As compo-
nentes transversais, 3.11, sao obtidas das componentes longitudinais £, e H,.

E, =

B

OF. | wio0H. ) (3.11a)

k:27] —ﬁQ 87“ r  0¢

=
Ey=— e _52 (f% w T) (3.11Db)
= ("%

H, = (3.11c)

3 _ weon] 20F, )

k277 —62 Or r  0¢

J B OH, , 0L,
Hy = — Z .
) [ERC—eS (r 36 + wegn o (3.11d)

Apés a aplicacao do Laplaciano na equacao de Helmholtz 3.9, obtém-se a EDO rela-

cionada a componente z.
et eTBE (52 — k2 — n1_1<:2 + ﬂz A (r) — 1A’ (ry—Ar)) =0 (3.12)
ng r r2 r z

Através do software mathematica foi possivel solucionar a equacao diferencial 3.12.

A componente longitudinal do campo elétrico é descrita pela equagao 3.13

E.(r,¢,z) = Vb 1Bz g\ K22 m (3.13)

1 k2
<E1U ——i—m—i—#,l—i—Qm,ﬁm/k? — B2 +

2 2o/ — P




Onde U ¢ a funcao hipergeométrica confluente do segundo tipo, e L é o polinomio de
Laguerre generalizado.

A notagao usual do polinomio de Laguerre generalizado é da forma L%(z), contudo,
para facilitar a leitura, o mesmo foi reescrito como L[n,a,z]. Um breve estudo sobre
algumas fungoes especiais é apresentado no Apéndice A - Funcoes Especiais.

O polinémio generalizado de Laguerre nao é citado em (BERNARDO; MORAES,
2011). E até o presente momento esta solugdo nao foi apresentada como sendo uma
solugao da hyper-fiber.

A equacao 3.13 pode ser reescrita para eliminar os nimeros complexos, obtendo-se
3.14.

E.(r, ¢, 2) = eMPe B2V Bk m (3.14)

(m

2

1 k nq
e mF—— 14 om 42/ — k2| +
2 2n0\/ﬁ2—l€2

1 k2n1
———mt——— om0/ — k2
2 2n0\/ﬁ2—k2 6 ])

A ordem dos sinais de 3.14 nao pode ser trocada. Os sinais superiores definem uma
equacao e os inferiores definem outra equacao. Ambas as equagoes fornecem os mesmos

resultados, contudo a equagao definida pelos sinais superiores sera utilizada.

3.2 Analise de Convergéncia

A componente longitudinal da solugao da equagao de Helmholtz para o campo elétrico,
3.14, apresenta duas funcoes especiais que definem a amplitude do sinal. Cada uma dessas
funcoes representa uma solucao distinta, o que permite a andlise de cada uma delas de

forma separada.
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E.(r,¢,2) = ¢"0e P VIR pm (3.15a)

1 2
SH+m— L 1+ 2m, 2/ - k:2]

EU

2n0\/ﬁ2 —k

E.(r, ¢, 2) = eMPe B2V Bk m (3.15Db)

1 k‘27’Ll
Mt ————— 2m, 29/ — I
2 2n0\/52—k2 6 ]

A partir deste ponto a equagao 3.15a serd referida como solugao hipergeométrica e
a solucao 3.15b sera referida como solucao Laguerre. Para entender o comportamento
dessas fungoes é necessario definir o parametro p. Este parametro é primeiro argumento

da funcgao hipergeométrica e do polinomio de Laguerre, respectivamente, 3.16a e 3.16b.
1
Ph=tgt+tm— ———— (3.16a)

1
pr 2 2nor/ B2 — k2 ( )

A fungao hipergeométrica confluente so existe quando 3.16a pertence ao conjunto dos
numeros inteiros, 3.17a. Ja o polinomio generalizado de Laguerre s6 existe quando 3.16b

pertence ao conjunto dos nimeros inteiros nao negativos, 3.17b.

pn € Z (3.17&)

As equacoes 3.17 definem o dominio da funcao hipergeométrica e dos polinémios de
Laguerre, contudo, elas nao sao condicao suficiente para se obter solucoes fisicas reais
para a propagacao de ondas na hyper-fiber. Na pratica, a solugao hipergeométrica
sO vai apresentar estados confinados quando o parametro p pertencer ao conjunto dos

nimeros inteiros nao positivos.

15



pn € Z_ (3.18a)

pL € Zy (3.18b)

As equacoes 3.18a e 3.18b definem os valores de p aos quais as solugoes hipergeométrica
e Laguerre podem ser propagadas na hyper-fiber. Além da restricao 3.18, mais duas
condicoes restringem as solugoes 3.15. A segunda restricao das solugoes é dada por 3.19.

B>k (3.19)

J4& a terceira restricao esta relacionada com a carga topoldgica m de acordo com 3.20.

m >0, Vm e Z (3.20)

A solugao hipergeométrica apresentada em (BERNARDO; MORAES, 2011) apresenta
as restrigoes descritas por 3.18a, 3.19 e 3.20. Contudo a restricao da carga topologica, m,
citada em (BERNARDO; MORAES, 2011) apresenta um limite superior nao existente
em 3.20.

3.3 Equacao de Dispersao

A partir das equacoes 3.16a e 3.16b obtém-se a equacao de dispersao para a solugao

hipergeométrica 3.21a e para a solucao Laguerre, 3.21b.

k2 2
B2 = k2 (1 +— ik 2) (3.21a)
ng (1+2m — 2py)
k?2 2
32 = 2 (1 +— n 2> (3.21D)
ng (1+2m+2pg)

O sinal positivo das equagoes 3.21a e 3.21b existe quando # > k e o sinal negativo
existe quando k£ > (. Devido a restricao 3.19, apenas as equacoes 3.21a e 3.21b com sinal
positivo apresentam solugoes suportadas pela hyper-fiber.

Para avaliar a equacao de dispersao de ambas as solucoes utilizaremos valores usuais
para as constantes da equacao do indice de refracao, 3.1, e para o comprimento de onda
do feixe incidente, 3.8. Os valores estao definidos na tabela 3.1.
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Tabela 3.1: Valores usuais das constantes do indice de refracdo e do comprimento de onda

utilizados na avaliacao da equacao de dispersao das solucoes hipergeométrica e Laguerre.

3.3.1 Solucao Hipergeométrica

A figura 3.2 mostra o comportamento de (5, para p, = —4. A curva é descrita pela

equacao 3.21a. A medida que o valor da carga topoldgica, m, aumenta, o valor de (3}, se
aproxima de k. A parte da curva representada em linha cheia destaca os valores validos
de S.

B

| 40
| | 30

\ 201

Figura 3.2: Gréfico de 8 em funcao de m. Para um valor de pj constante, quanto maior o

valor de m, (8 se aproxima de k, ou seja, m — +oo = f — k. Os valores validos de § sao
representados em linha cheia.

Tomando m como um valor constante, m = 6, a medida que p diminui, o valor de fj,
se aproxima do valor de k.
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Figura 3.3: Gréafico de B, em funcao de pp. Para um valor de m constante, quanto menor o
valor de pp, By se aproxima de k, ou seja, p, — —o0 = B — k. Os valores validos de 8 sao

representados em linha cheia.

3.3.2 Solugao Laguerre

Para a solucao Laguerre, de acordo com 3.17b, o parametro p; deve ser sempre positivo.
A assimetria em p é a grande diferenca entre as solucoes hipergeométrica e Laguerre.

Observe que a equacao de dispersao € idéntica para valores opostos de p.

A figura 3.4 mostra o comportamento de Sy para p, = 4. A curva é descrita pela
equagao 3.21b. A medida que o valor da carga topolégica, m, aumenta, o valor de 5, se
aproxima de k. A parte da curva representada em linha cheia destaca os valores validos

de S.
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Figura 3.4: Gréfico de 81 em funcao de m. Para um valor de p; constante, quanto maior o

valor de m, (8 se aproxima de k, ou seja, m — +oo = 8 — k. Os valores validos de (8 sao
representados em linha cheia.

Para m constante, m = 6, a medida que p; aumenta, o valor de §; se aproxima do
valor de k.
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Figura 3.5: Gréfico de 81, em funcao de py. Para um valor de m constante, quanto maior o

valor de pr, B, se aproxima de k, ou seja, p;, — +o00 = 1, — k. Os valores vélidos de S s&ao
representados em linha cheia.
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3.3.3 Analise dos Resultados

As curvas sao identicas para valores de p opostos, p, = —pr. Ja as curvas para m

constante sao simétricas em relagao ao eixo vertical.

O parametro p relaciona os nimeros de onda 8 e k de acordo com 3.16a e 3.16b. Se
os valores de p forem opostos, p, = —pr, e as cargas topoldgicas forem iguais, os niimeros
de onda longitudinais de cada solucao serao iguais, 8, = [r. Neste caso, as solugoes
hipergeométrica e Laguerre apresentam o mesmo valor de 3, 3.22. No exemplo anterior,

param = 6, p, = —4 e p;, = 4 os nimeros de onda longitudinais assumem o mesmo valor.
¢ rad

B = Pr =9,922 x 10° — (3.22)
m

3.4 Perfil de Intensidade

A intensidade de um feixe luminoso pode ser obtida com o valor do campo elétrico longi-

tudinal, F,, de acordo com a equagao 3.23.
Ip,m :| EZ(T', ¢a Z) |2 (323)

3.4.1 Perfil Hipergeométrico

Utilizando os valores da tabela 3.1 e com a ajuda do software Mathematica foi possivel
avaliar graficamente a intensidade do campo elétrico. A figura 3.6 representa a intensidade
do campo elétrico em funcao do raio, para F; = Fs = 1, p = —4 e m = 6. As regides

mais claras possuem maior intensidade.
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Figura 3.6: Perfil de intensidade da solugao hipergeométrica para p = —4 e m = 6. As regides

mais claras apresentam maior intensidade.

3.4.2 Perfil Laguerre

Ainda com os valores da tabela 3.1 é possivel representar graficamente a intensidade do
campo elétrico da solucao Laguerre.

A figura 3.7 foi gerada pelo software Mathematica, ela representa a intensidade do
campo elétrico, para By = F5 =1, p =4 e m = 6. As areas mais claras possuem maior

intensidade.

10F]

15:—
TN A

r(um)

10

10},

-10 -5 0

Figura 3.7: Perfil de intensidade da solucao Laguerre para p = 4 e m = 6. As regides mais claras

apresentam maior intensidade.
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3.4.3 Analise dos Resultados

Pode-se observar nas figuras 3.6 e 3.7 que o perfil de intensidade das solugoes hiper-
geométrica e Laguerre sao iguais quando a carga topoldgica, m, é a mesma e o parametro
p € opostos, p, = —pr. Este resultado ja era esperado, pois neste caso, os numeros de
onda longitudinais sao iguais, 3.22. Contudo, os valores de amplitude das solugoes sao di-
ferentes. A solucao hipergeométrica apresenta uma amplitude muito maior que a solugao
Laguerre.

Além da simetria, o parametro p também possui uma relacao com o nimero de anéis
ou picos de intensidade, N,. Para ambas as solugoes o numero de anéis do perfil de
intensidade é dado por 3.24.

N, =|p|+1 (3.24)

A figura 3.8 apresenta 4 perfis de intensidade da solucao Laguerre com diferentes
valores do parametro p para um mesmo valor da carga topoldgica, m = 5. O mesmo com-

portamento é observado na solucao Hipergeométrica para valores opostos do parametro

D-
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Figura 3.8: Perfil de intensidade da solugao Laguerre para m = 5 e diversos valores de p. O

parametro p define o niimero de picos de intensidade de acordo com a equacao 3.24.

Para um mesmo valor de p, quanto maior a carga topolégica, m, maior ¢ a distancia
entre os picos de intensidade. A figura 3.9 apresenta 4 perfis de intensidade da solugao
Hipergeométrica com diferentes valores da carga topoldgica, m, para p = —6. Assim como
no caso anterior, o mesmo comportamento ¢ observado na solucao Laguerre quando p = 6.
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Figura 3.9: Perfil de intensidade da solugao Hipergeométrica para p = —6 e diversos valores de
m. Para um mesmo valor de p, quanto maior a carga topoldgica, m, maior o espacamento entre

os picos de intensidade.

3.5 Taxa de Transmissao de Dados

3.5.1 Tempo de propagacao

Para calcular a taxa de transmissao de dados de uma fibra é necessario calcular o tempo
de propagacao de um pulso gaussiano através desta fibra. Para uma guia de comprimento
L, o tempo de propagacao de um pulso, A7, é calculado em 3.25 utilizando a velocidade
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de grupo.
1
AT =1L (—) (3.25)
Yg

Quando diversos modos sao transmitidos dentro da guia o tempo de propagacao do

pulso leva em consideragao a menor e a maior carga topoldgica, m =1 e m = Myqz.

1 1
AT =1L <<Ug>1 — (Ug)mmaz> (3.26)

Por sua vez, a velocidade de grupo pode ser aproximada pela inversa da derivada dos
nimeros de onda, (e k.

op~t _ oB7!

Y9= %55 " “on (3.27)

Desta forma, para se obter a taxa de transmissao de dados basta se obter a relacao
entre § e k e deriva-la.

3.5.2 Solucao Hipergeométrica
Para que a solucao hipergeométrica 3.15a se propague na hyper-fiber é necessario que o
parametro p, definido em 3.16a satisfaga a condicao 3.18a.

O parametro p, definido em 3.16a permite relacionar os nimeros de onda 3 e k de
acordo com a equacao de dispersao 3.21a. Simplificando 3.21a obtém-se 3.28.

k2n?
B=ky[1+— L (3.28)
ng (1+m —2p)

A partir da equacao 3.28 pode-se calcular o tempo de propagacao de um pulso mono-
modo 3.29a e multimodo 3.29b.
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L 2k2n2 + n2 (1 4+ 2m — 2p)°
Ar == ny g (14 2m — 2p) (3.29a)
“Nnzatom—op)? 1+t
o m=ep n2(1+2m—2p)?
Ay L 2k*n} + n? (3—2p)* 2k2n2 + n2 (1 + 2Myaz — 2p)°
2 2 K23 2 k2n?
ng(3—2p)° (/14 e AL (1 4+ 2oz — 2p)° \/1 R T T——:
(3.29b)

3.5.3 Solucao Laguerre

Para a solucao Laguerre, a relacao entre 3 e k, 3.30, também é obtida da equacao de
dispersao, 3.21b.

2,72
5:k\/1+ i (3.30)

nd (14 m + 2p)

Com a relacao entre § e k dos polinomios de Laguerre, pode-se calcular calcular o

tempo de propagacao de um pulso monomodo 3.31a e multimodo 3.31b.

L 2k 142 2
AT: - n1+n0( + m+ p) (331&)
& k2n
ng (1+2m + 2p)’ \/1 - ng(1+2m+2p)
Ao L 2nienfBw)” 2kn? + nd (1 + 2Mumas + 2p)°
c k2n2 k2n?2
ng (3 + 2}7)2 1 + ﬁ(3+21 ) n% (1 + Qmmam + 2p>2 \/1 + 2(1+2mmiz+2p)
(3.31b)

3.5.4 Analise dos Resultados
Para avaliar a taxa de transmissao devido as duas solucoes, é necessario atribuir valores

as constantes da equacgao. A tabela 3.2 apresenta valores utilizados nas equacoes 3.29a e
3.31a para avaliar a taxa de transmissao de dados.
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Ph | pL | m | ng ni A c L
—4 1 416|151, 1um|1pum]|3x10°km/s|1km

Tabela 3.2: Valores das constantes das equagoes 3.29 e 3.31 utilizados na avaliagao do tempo de

propagacao das solucoes hipergeométrica e Laguerre.

Para a solugao hipergeométrica, o tempo de propagacao obtido com os valores da
tabela 3.2 é aproximadamente igual a 3, 852x107% 5. Para a solucao dada pelos polindémios
de Laguerre, o tempo de propagac¢ao obtido também é aproximadamente igual a 3,852 X
107% s. A taxa de transmissao de dados neste caso, serd de:

1 1
Bh:BL:_:

Para entender a relacao do tempo de propagacao com a carga topologica, m, e a

constante p, foram tracados os grafico 3.10 e 3.11.

AT

0.00001 -

A7 = 3,33 x 106

Figura 3.10: Relacao do tempo de propagacgao de um pulso gaussiano para solugao hiper-

geométrica em funcio de m e p. O limite minimo para o tempo de propagacao é de 3,33 x 1076.

27



0.00001 -

AT

AT =3,33x 1076

Figura 3.11: Relagao do tempo de propagagao de um pulso gaussiano para solucao Laguerre em

funcao de m e p. O limite minimo para o tempo de propagacio é de 3,33 x 1076,

Quando p, = —py, as curvas descritas nas figuras 3.10 e 3.11 sao equivalentes.

A medida que m — oo o tempo de propagacao tende a 3,33 x 107%s, independente-
mente do valor de p. Este valor é valido para as duas solugoes, a solucao hipergeométrica
e a solucao Laguerre. Logo, a maior taxa de transmissao permitida para um tnico modo
¢ dada por 3.33.

1
B = - = ) .
mas = 3335 705 — 300000 bits /s (3.33)

Para a propagacao de diversos modos na solucao hipergeométrica a relacao entre o
tempo de propagagao e as constantes m e p pode ser observada na figura 3.12. Para a

solucao Laguerre, a mesma relagao pode ser vista na figura 3.13.
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Figura 3.12: Relagao do tempo de propagacao de um pulso gaussiano multimodo para solucao

hipergeométrica em funcao de m e p.

0.000012 - i
AT - p=0
_—
_—
0.00001 |
8. 1061 /
/
/
6. 10°1 /
/
//
4. 10 °F ‘/ |
| o I
J =
| P
2. 10 °F | / |
| o a o o —
/ -
| / 6
:
- e — m
| ‘
5 10 15 - )

Figura 3.13: Relacao do tempo de propagacao de um pulso gaussiano multimodo para solucao

Laguerre em funcao de m e p.

Para a solucao hipergeométrica quanto menor o valor de p menor é o tempo de pro-
pagacao. Na solucao Laguerre quanto maior o valor de p, menor o tempo de propagagao.
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Capitulo 4

A Fibra Vortex

Esta parte do trabalho apresenta o modelo matemético de uma fibra 6tica desenvolvida
para otimizar a propagacao de ondas eletromagnéticas portadoras de momento angular
orbital. Tal fibra foi publicada em (BOZINOVIC; KRISTENSEN; RAMACHANDRAN,
2011) e foi chamada de Vortex Fiber em tradugao livre: fibra vortex.

Ondas eletromagnéticas portadoras de MAO nao se propagam por longas distancias
em fibras dticas convencionais apresentando um grande acoplamento inter-modal, (MC-
GLOIN; SIMPSON; PADGETT, 1998), (DASHTI; ALHASSEN; LEE, 2006), (BOZINO-
VIC et al., 2012) e (WONG et al., 2012). Por isso existe a necessidade de se desenvolver
fibras que permitam a propagagao de ondas EM com MAO. O artigo (BOZINOVIC et al.,
2013) apresentou resultados experimentais, onde foi alcancada uma taxa de transmissao
de dados de 1,6 Tera-bits sobre uma fibra vértex de 1,1 km.

4.1 Propriedades da Fibra Vortex

A figura 4.1 representa o indice de refracao da fibra vortex em funcao de seu raio.
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Figura 4.1: Indice de refracdo da fibra vértex em fungao do raio. Fonte: (BOZINOVIC et al.,
2013).

A figura 4.2 apresenta o perfil transversal da fibra. A regido mais clara possui valores
maiores de indice de refracgao.

Figura 4.2: Perspectiva transversal da fibra vortex. Regioes mais claras possuem maior indice
de refragao. Fonte: (BOZINOVIC et al., 2013).

A partir do grafico 4.1, foi possivel inferir os dados do indice de refragao da fibra. A

tabela 4.1 mostra alguns pontos que relacionam o raio com o indice de refracao da fibra.

r|-45 -3,75 -2,75 2 -1 0 1 2 2,75 3,75 4,5
n| 0 003 0 -000525 00175 0,017 00175 -0,00525 0 0,03 0

Tabela 4.1: Indice de refracio em funcéo do raio (r em 1076 m)

Baseando-se nesses pontos foi possivel definir uma funcao algébrica que se aproxima

dos valores reais do indice de refracao da fibra vortex. O modelo algébrico foi definido
por 4 pulsos gaussianos.
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n(r)=mno+ Ale_g(ley + A2€_<

Na equagao 4.1, ng é o indice de refracao para r — oo. A tabela 4.2 apresenta os

r—dy
w2

)j + A3€_<

r+do
w3

valores das constantes que foram utilizadas neste trabalho.

) a2

70 Ay Ay | Az Ay dy ds
1,448 | 0,024 | 0,03 | 0,03 | 0,0065 | 3,65 x 107° | 3,65 x 107
w1 [y w3 W4 iy
1,85 x 1075 | 0,37 x 107° | 0,37 x 107® | 2,59 x 107° | 8

Tabela 4.2: Constantes da equagao 4.1.

Substituindo os valores da tabela 4.2 na equagao 4.1 obtém-se 4.2.

2
r—3,65x10 %
0,37x10—°

r 8 _(
n(r) = 1,448 + 0, 024¢2(i5555) 4 0, 03¢

r43,65x10"°
0,37x10—9

8

+0, O3€_< ) — 0, 00656*2(W)

(4.2)

A representacao grafica do da equacao 4.2 pode ser observada na figura 4.3.

" 0.030 |
0025 |]

| 0.020

| |

015 | |

| | II 1 | |

| | |
|I<1.=JI=J o | |

| | [
fod | 0005 F | | |

A\ \/
¥ _ooosk

Figura 4.3: Representacao grafica do modelo algébrico do indice de refragao da fibra vértex (r
em 1079 m)

4.2 Solucao da Equacao de Helmholtz

Com o valor do indice de refragao definido é possivel calcular a solucao da equacao de
Helmholtz em coordenadas cilindricas.
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Inicialmente, define-se as componentes transversais do campo elétrico. Para coorde-
nadas cilindricas essas componentes espaciais sao:

E=E.p+FEyp+E.2 (4.3)

Adotando-se o eixo z como eixo de propagacao da onda e supondo que a mesma possui

momento angular orbital, cada componente espacial apresenta a seguinte forma:

E(r,¢,2) = A (r)e™Pe (4.4a)
Ey(r,¢,z) = A¢(r)e’m¢e_lﬂz (4.4b)
E.(r,¢,z) = Az(r)e"”"be_lﬁz (4.4¢)

A partir da equacao vetorial e harmonica de Helmholtz, 3.7, e definindo-se o ntiimero
de onda k = ¢, obtém-se a equagao de Helmholtz para a fibra vortex, 4.5, sendo 7 definido
em 4.2.

V2E + k**E =0 (4.5)

Apos a aplicacao do Laplaciano em 4.5, obtém-se trés equagoes diferenciais uma para
cada dimensao espacial (r,¢,z). De acordo com (OKAMOTO, 2006), em guias de onda
cilindricos com simetria axial onde o indice de refragao depende somente do raio, 7(r), a
componente z dos campos elétrico e magnético descrevem completamente a propagagao
das ondas EM. Em outras palavras as componentes transversais dos campos elétrico e
magnético, sao obtidas de F, e H,. Esta relagao é definida pelas equagoes 4.6a, 4.6b, 4.6¢
e 4.6d.

b (50 o
o= (0 - (409
Hy, = _k2n2j— 7 (g 662[: + wsmf%) (4.6d)

A equacgao 4.7 descreve a componente em z obtida da aplicagao do Laplaciano em 4.5.
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ez(z,3+m¢)(k,2<0’ 0246—0,014576r8 — 0, 00656—0,0009877r8 + 770)2142(7‘)

m2

1 i (4.7)
_WAZ(T) + ;AZ(T) + Al(r)) =0

O termo e*#2+m%) & desprezado, pois 0 mesmo representa sinais harménicos nas di-

mensoes ¢ e z. Logo, para obter a solugao, basta solucionar a equagao 4.8.

k2(0, 024670,01457&8 — 0, 0065670,00098777"8 + 7}0)2Az(7“)

m2

T AL + AL+ AL =0

r2

(4.8)

Observa-se que 4.8 depende apenas do raio, logo a equacao entre parénteses é uma
Equacao Diferencial Ordinaria (EDO). A EDO 4.8 é linear porque todas as suas derivadas
possuem expoente 1 e é de ordem 2 porque a maior derivada é de segunda ordem.

Analisando o termo 4.9, observa-se o comportamento apresentado na figura 4.4.

0, 024 0,014576r% _ 0, 006500009877 + 1 = Ney (4.9)

An

Figura 4.4: Representacao grafica da variacao do indice de refracdo em funcao do raio da fibra.

Equagao 4.9. O valor de referéncia do indice de refragao é nulo, (ng = 0).

Neste trabalho chamaremos o termo 4.9 de indice eficaz n.¢. Para solucionar a equagao

diferencial 4.8, dividiu-se o indice eficaz em 3 regides onde o indice eficaz é um valor
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constante.

A divisao do indice de refracao em trés regioes é uma aproximacao feita em fibras de
multiplos claddings. O artigo de (KAWAKAMI; NISHIDA, 1974) apresenta uma apro-

ximag@o para uma fibra de um core e dois claddings e (BARAKE, 1997) apresenta um

0<T<R1:>7’]ef1:’l70+771

Ry <r < Ry= Nep2 =10 — 12

Ry <r <00 =1eprs =10

modelo genérico para fibras de um core e de até trés claddings.

Neste trabalho utilizaremos os valores definidos na tabela 4.3.

Ry

Ry

Tlo

m

2

1,78 x 1076

2,9 x 1076

1,448

0,0175

0,0045

Tabela 4.3: Constantes que delimitam os limites do indice de refracao da equagao 4.9.

A figura 4.5 representa graficamente os valores limitrofes de cada uma das regices. Ja
a figura 4.6 representa os valores do indice eficaz em cada uma dessas regioes.

-10

Figura 4.5: Limites entre as trés regioes do indice eficaz da fibra vértex definidas pelas cons-

\

tantes Ry e Ra. (ng=0er em 107% m)

0.005 F
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Figura 4.6: Valores do indice eficaz nas trés regides da fibra vértex. (ng =0 e r em 10~%m)

Desta forma, cada uma dessas regioes apresenta uma EDO linear diferente. Substi-
tuindo o indice eficaz em 4.8, obtém-se a EDO 4.11.

m2 1 !/ "
<k2n§f - ) A (r) + ;AZ(T) + Al(r)=0

(4.11)
A EDO 4.11 é conhecida como equacao diferencial de Bessel, 4.12.
2?y" +xy + (2 —n?)y =0 (4.12)
As solucoes da equacao 4.12 sao as bem conhecidas fungoes de Bessel, 4.13.
A(r) = Cud (v [0, = B2) + oYy (ry Jh2, = 87, hon > B
(4.13)

Au(r) = Cal (v R0, = B2) + Culy (7 JR02, = 82) o <

As funcoes J,, e Y,, sao as fungoes de Bessel do primeiro e segundo tipo, enquanto as

funcgoes I,, e K,, sao as funcoes de Bessel modificadas do primeiro e segundo tipo. Cf,
Cs, C3 e (4 sao constantes que determinam a amplitude do sinal.

De acordo com (KAWAKAMI; NISHIDA, 1974), para que um feixe possa se propagar

no interior da fibra, o niimero de onda transversal, 3, deve estar entre os limites definidos
em 4.14, onde 73 é o indice de refracao da camada mais externa.

ENmaz > B > kns (4.14)

As solucgoes possiveis para cada regiao da fibra sao obtidas considerando o valor do

indice de refracao em cada uma das regioes, 4.3, a restricao de [, 4.14, e as solugoes
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possiveis da equagao diferencial de Bessel, 4.13.

A primeira regiao possui o maior valor do indice de refragao logo a solucao deve ser
dada pelas func¢oes de Bessel do primeiro e segundo tipo. As fungoes de Bessel do primeiro
tipo Jy, () e do segundo tipo Y,,(z) ndo sao definidas no intervalo —oo < = < 0. A Bessel
do segundo tipo Y,,(z) tende a —oco quando x — 0, logo a fungao de Bessel do segundo

tipo nao pode ser solugao na primeira regiao,4.10a, da fibra vortex.

As segunda e terceira regices sao descritas pelas funcoes de Bessel modificadas do
primeiro e segundo tipo, I, e K,,. A segunda regiao nao apresenta nenhuma restrigao
relativa as fungoes de Bessel modificadas. Contudo, a terceira regiao sé pode ser descrita
pela fungao de Bessel modificada do segundo tipo, K,,, visto que esta funcao é a tunica
que decai exponencialmente na direcao radial.

Desta forma, a amplitude do campo elétrico em z para cada uma das regioes é dada
pelo conjunto das equagoes: 4.15a, 4.15b e 4.15c.

regiao 1 = A,(r) = C1J,, ('r k202 — 2) (4.15a)
regiao 2 = A, ( ( \ B — 2) + C ( \/ EZ e — 62> (4.15Db)
regiao 3 = A.(r) = C4Kp, (r 202 52) (4.15¢)

Pode-se ainda definir o niimero de onda transversal, para cada uma das trés regioes
4.16.

a = /K22, — B (4.16a)
2

kio = /K212 — B (4.16D)

ki = \/ k023 — B2 (4.16¢)

Reescrevendo o conjunto das equacoes 4.15a, 4.15b e 4.15¢, com o nuimero de onda

transversal,4.16, obtem-se:

regiao 1 = A,(r) = C1Jy, (k) (4.17a)
regiéio 2= AZ(T) = CQ] (T’ktg) + 03 (Tk’tg) (417b)
regiao 3 = A,(r) = Cy K, (rkes) (4.17¢)

A solucao completa, considerando todas as dimensoes espaciais e a dimensao temporal
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é dada pelo conjunto das equacoes 4.18a, 4.18b e 4.18c.

regiio 1 = E,(r) = C1Jp, (rky) e'Tmo=w (4.18a)
regiao 2 = F.(r) = (Col,, (ki) + C5 Ky, (rkyy)) e ZAHme=wt) (4.18b)
regiao 3 = F.(r) = C4k,, (k) e GPHme=wt) (4.18c¢)

4.3 Equacao de Dispersao

Simplificando o termo 4.9 em trés regioes de valores constantes possibilita analisar a
fibra vortex da mesma maneira que uma fibra do tipo step é analisada. As condic¢bes de

contorno das fibras step sao definidas pelas igualdades 4.19a e 4.19b, onde os indices “1”

(19

e “2”7 sao as regioes de core e cladding, respectivamente e “a” é a distancia entre o centro

da fibra e a superficie de contato entre o core e o cladding.

E.i(a) = E.3(a) (4.19a)
Hyi(a) = Hgo(a) (4.19b)

Para o caso da fibra vértex ainda existe uma segunda condicao de contorno, pois
existem trés regides com valores distintos de indice de refracao. Desta forma, existe uma
segunda restricao dada pelas equagoes 4.20a e 4.20b. Os indices “2” e “3” representam as
regioes definidas anteriormente e “b” é a distancia entre o centro da fibra e a superficie
de contato entre as regices “2”7 e “3”.

Ez2<b> = Ez3(b) (420‘&)
Hyp(b) = Hys(D) (4.20D)

A partir da primeira condi¢ao de contorno, 4.19, e sabendo que H, ¢é diretamente
proporcional a primeira derivada de FE, obtém-se 4.21a e 4.21b. Utilizando a segunda
condicao de contorno, 4.20, obtém-se 4.21c e 4.21d.

Crdm (akp) = Calyy, (aksn) + C3K (ak:tg) (4.21a

Cidp, (k) lr=a = 021’ (k) lr—a + CsK!, (rkis) = (4.21D

Coly, (aky) + 03 m (ak) = Cydy, (akys) (4.21¢c

Coll, (rki) |r=p + C5 K|, (rke2) |r=p = C'4 (k) = (4.21d

CLthg

ks

~— — ~—
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As constantes que definem a amplitude do feixe podem ser escritas em funcao da

amplitude no core, Cf.

(J;n Tktl r a Tkt2 )
m J ak’ﬂ aktg
4.22
C m [ Tk:t2 r a TktZ Cl ( a)
I (lktg aktg
J1/n /rk'tl r a 7akt2 )
I Clk’tl Im &ktl ath
.22b
03 m K,:n Tkt? r=a rkt? Cl <4 )
K al{?tg aktg
([ 7“/‘ft2 r b Tkt? )
m (bk2) (bky2) bk‘m
Cy = C 4.22c
e K (bky3) ( v (Tkis) lr—p K (Tth ) ' (4.22¢)
K, (bky3) K, (bky2)

Para se obter a equacao de dispersao é necessario eliminar as constantes. Para que isso
ocorra vamos dividir a equacao 4.21c pela equacao 4.21d e a equagao 4.22a pela equacao
4.22b.

( K, (bky2) m (bkt3)
CQ K Tk’tg K’ Tktg Tktg
e m 4.23
Cs " (rke) | < I, bktg B bk:tg ) (4.232)
] rkt2 |'r b Tkt3 |7" b
( T'ktl r a Tkt2 )
02 ath akﬂ K ath
— 4.23b
03 ] (aktg ( T]ftl) | . T]{Ztg ( )
Jm (ak’ﬂ) ath

Igualando e rearranjando as equagoes 4.23 obtém-se 4.24.
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I (aksp) K, (Tk2) |r=p _
]rln (rth) |r:b Km (ath)

(4.24)

(et~ ot ) (B tes ~ 1 o1 s)
(EellesTalvhaller (T la) o Bk )

- K7, (rkﬂ) |r=b - K, (rks) |T:b

Jm (aktl) _[m (aktg)

A equagao 4.24 é uma equacgao de dispersao, também chamada de equacao de auto-
valor. Esta equacao ¢ independente das constantes que definem a amplitude do feixe.

Como os valores de kt estao relacionados com 3 e k segundo as equagoes 4.16, pode-se
expressar 4.24 em funcgao dessas duas variaveis.

I <a\/ k2773f2 - 52> K7, (7’ k2773f2 - ﬁQ) lr=b
y Ko, (a, [k202y — 62>

= (4.25)

~
S\
~——| 3
=
o
no
o
-
no
|
=
no
~——
—
Il

O R
X
VA V) I N (N [
I (b fRoe,, — ) Ko (byfR202, — 52)
I, <7“ k2102 — 52) r=p B, (/R0 — 52) =
K, (b /C277§f2 - 52> K, (b k 773]03 - 52>

A equagao 4.25 é uma equagao transcendente nao apresentando solugao algébrica.
Contudo ¢ possivel se obter uma solu¢ao numérica e avaliar a taxa de transmissao de
dados da vortex-fiber.
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4.4 Taxa de Transmissao de Dados

A dispersao é uma grandeza importante de uma guia de onda. Essa grandeza é uma das
principais fontes limitadoras da taxa de transmissao de dados. A equacao de dispersao,
4.25, obtida na secao anterior serd utilizada para avaliar a taxa de transmissao de dados
da fibra vortex. Por ser uma equagao transcendente, cuja solugao nao é dada por fungoes

elementares, é necessario recorrer a métodos numéricos para se obter a sua solucao.

4.4.1 Constante de Propagacao e a Taxa de Transmissao

Para se obter a taxa de transmissao de uma guia de onda é necessario calcular o tempo
de propagacao, t,, também conhecido como dispersao do pulso. Esta relagao é definida
em 4.26, onde L ¢ a distancia de propagacao, v, ¢ a velocidade de grupo, 3 ¢ a constante
de propagacao e w a frequéncia angular do sinal.

L 85
tpzv_g: O —Jw=wo + L (W — wo)

0%

8 2|UJ=W0 (426)
De acordo com (OKAMOTO, 2006) o primeiro termo, L |w —w, apresenta o maior

peso nas guias multimodo, podendo se desprezar o segundo termo. Além disso, o primeiro

termo é equivalente a derivada 22, logo a relacdo 4.27 é vélida.

Bk’

98 LB

P — %L«JIWO = ak |k ko (427)

Desta forma, para se obter o tempo de propagagao, t,, basta calcular a derivada da
constante de propagacao em funcao do nimero de onda, s
4.4.2 Curva de Dispersao

Utilizando os parametros da fibra vértex definidos na tabela 4.3 e para uma carga to-
polégica de m = 1, é possivel representar graficamente a equagao de dispersao. A funcao
ContourPlot do software Mathematica foi utilizada para tracar o grafico da equacao
de dispersao, 4.25.
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Figura 4.7: Curva de dispersao. Descreve a relagao da constante de propagacao  em fungao do
nimero de onda k. A reta vertical representa o valor do nimero de onda k utilizado no artigo
de referéncia, (BOZINOVIC et al., 2013)

O gréfico 4.7 é conhecido como curva de dispersao e relaciona a constante de pro-

pagacao (5 de um feixe como seu ntimero de onda, k.

A partir do comprimento de onda, A, obtido do artigo (BOZINOVIC et al., 2013) é
possivel obter o nimero de onda utilizado nos experimentos descritos pelo artigo.

k=" 2y 105 m 4.2
T T 0~ L0ssT X 107 m (4.28)

A reta tracejada na figura 4.7 passa por k = 4,0537 x 10° m~!, logo, os pontos de
intersecao desta reta e a curva de dispersao sao os valores possiveis que [ pode assumir.

Para efeito de cdlculo utilizaremos a primeira intersecao da reta com a curva de dispersao.

4.4.3 Taxa de Transmissao

Através da curva de dispersao foram obtidos dois pontos proximos ao valor de k =
4,0537 x 10% m~1.

£(4,002 x 10%) = 2,524 x 105

(4.29)
B(4,105 x 105) = 2,87 x 106
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Com os valores de 4.29 foi possivel calcular a derivada 8—5 de acordo com 4.30.

ok

B 2,872,524
ok 4,105 — 4,002

= 3,35922 (4.30)

O valor de 4.30 é entao substituido em 4.27 para obtencao do tempo de propagacao.
Considerando a distancia de propagagao do artigo (BOZINOVIC et al., 2013) L = 1, 1km
e a velocidade de luz como ¢ = 300.000 km/s, obtém-se 4.31

P 1,1
P300000

x 3,35922 = 12,317 s (4.31)

Em (OKAMOTO, 2006) a taxa de transmissao maxima de dados é obtida por 4.32,

contudo ¢ usualmente utilizado em artigos a expressao 4.33.

0,22

B maxr —
tp

= 17861, 3 bits/s (4.32)

1
Binas = ;- = 811876 bits/s (4.33)

p
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

5.1 Conclusoes

A solugao apresentada para a hyper-fiber é um modelo mais generalizado que o modelo
apresentado por (BERNARDO; MORAES, 2011). O modelo aqui apresentado possui uma
solucdo descrita pelos polinomios de Laguerre nao presente no modelo descrito em (BER-
NARDO; MORAES, 2011). Além disso, a solu¢ao hipergeométrica é descrita pela fungao
hipergeométrica confluente do segundo tipo que é mais geral que a funcao hipergeométrica
confluente do primeiro tipo, apresentada em (BERNARDO; MORAES, 2011). A hyper-
fiber foi analisada matematicamente, assim como em (BERNARDO; MORAES, 2011).
J& que nao foram encontrados resultados experimentais em outros artigos nao foi possivel

comprovar o modelo matematico.

Em (BERNARDO; MORAES, 2011) a fungao hipergeométrica do primeiro tipo,
solugao da equagao de Helmholtz, foi comparada a solugao da equagao radial de Schrédin-
ger para o atomo de hidrogénio 2D, apresentando um limite superior para o valor da carga
topologica, m. Esta restrigao existe em coordenadas esférias e foi aplicada a hyper-fiber
de forma erronea visto que a andlise da fibra é feita em coordenadas cilindricas nao em
coordenadas esféricas. Logo, nao existe limite superior para a carga topoldgica no modelo
da hyper-fiber.

O parametro p relaciona os nimeros de onda § e k de acordo com 3.16a e 3.16b. Se
os valores de p forem opostos, p, = —py, e as cargas topoldgicas forem iguais, os niimeros
de onda longitudinais de cada solucao serao iguais, 8, = [r. Neste caso, as solugoes
hipergeométrica e Laguerre apresentam o mesmo perfil de intensidade e mesma taxa de
transmissao de dados. Devido a esta simetria, na pratica, apenas o estudo de uma das
solucoes ¢ suficiente para descrever os feixes que se propagam na hyper-fiber. Isso pode
ser explicado pelo fato de que a funcao hipergeométrica confluente do primeiro tipo pode
ser descrita a partir dos polinomios de Laguerre generalizado ou da fun¢ao hipergeométrica
confluente do segundo tipo. Ou seja, a funcao hipergeométrica do primeiro tipo é uma
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forma degenerada da funcao hipergeométrica do segundo tipo e dos polinémios de Laguerre
generalizado. Para um melhor entendimento vide Apéndice A - Fungoes Especiais.

Um resultado importante encontrado na andlise da hyper-fiber é a relacao entre o
tempo de propagacao e o valor da carga topoldgica m nos feixes portadores de momento
angular orbital. Viu-se que quanto maior a carga topoldgica menor é o tempo de pro-
pagacao do feixe. Além disso, feixes de carga topoldgica muito alta, m — oo, se propagam
como se estivessem no vacuo, ou seja, na velocidade da luz. Também demonstramos que
a carga topologica esta relacionada com o espacamento entre os picos de intensidade dos

feixes.

O presente trabalho desenvolveu um modelo algébrico da transmissao de dados pelo
MAO na fibra vértex. Como apenas estudos experimentais foram encontrados, nao foi
possivel comparar o modelo matematico desenvolvido. Entretanto, a elaboracao deste
modelo ¢é vista de forma positiva ja que a transmissao de dados através de feixes com

MAOQO é uma 4rea do conhecimento em desenvolvimento.

No que se refere ao tempo de propagacao e a taxa de transmissao de dados dos feixes
portadores de MAOQ, as fibras analisadas neste trabalho puderam ser comparadas. O
tempo de propagacgao dos feixes na hyper-fiber é menor que o tempo de propagacao na
fibra vortex por um fator maior que 3. Isto implica que a taxa de transmissao de dados na
hyper-fiber é 3 vezes maior que a taxa de transmissao de dados da fibra vértex. Logo,
apesar de ambas serem capazes de transmitir feixes com MAQO, a hyper-fiber precisaria

de menos feixes para transmitir o mesmo nimero de dados que a fibra vortex.

5.2 Atividades Futuras de Pesquisa

A equacao 3.9 é a equacao de onda para a propagacao de ondas eletromagnéticas em
guias com indice de refracao de perfil hiperbélico. Para se obter essa equacao algumas
consideracoes foram feitas para reduzir a complexidade do problema. As mais importantes
consideragoes foram: o divergente do campo elétrico é nulo, V - E= 0, e a permeabilidade
magnética relativa foi tomada como uma constante unitaria. p, = 1. Essa equacao pode
ser reavaliada para se obter um modelo mateméatico mais preciso.

Poderia-se obter o modelo algébrico da relacao entre a carga topoldgica e o espacamento
entre os picos de intensidade da hyper-fiber. O que possibilitaria identificar os feixes

em laboratoério através de uma calibracao.

O desenvolvimento de uma fibra com indice de refracao igual ao da hyper-fiber
e estudos experimentais poderiam comprovar o modelo matematico desenvolvido neste
trabalho.

O grafico da dispersao da fibra vértex 4.7 foi tracado com a fungao ContourPlot do
software Mathematica e apresenta algumas curvas ruidosas. O desenvolvimento de um
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programa que calcule numericamente o grafico pode gerar um resultado mais preciso da
curva de dispersao.

A taxa de transmissdo de dados apresentada em (BOZINOVIC et al., 2013) é o re-
sultado da aplicacao de diversas modulagoes no feixe incidente. O tempo de propagacao
da fibra vértex foi avaliado pela propagacao de um pulso Gaussiano nao levando em con-
sideracao qualquer tipo de modulagao. Um estudo mais aprofundado sobre a modulagao
de feixes luminosos e uma comparagao com os resultados experimentais poderia indicar a
precisao do modelo proposto.
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Apeéendice A - Funcoes Especiais

Na fisica ou matematica solucoes de diversos problemas sao descritas por funcoes bem de-
finidas. Este capitulo apresenta um estudo de algumas dessas fungoes que foram utilizadas
no desenvolvimento do trabalho.

Funcao Gama

A funcado I', Gama, ou fungao Gama completa, (MATHWORLD, 2014), ¢ utilizada para
calcular o fatorial de ntimeros reais ou complexos, sendo definida pela integral 5.1.

I(z) = /0 T ety (5.1)

Polinomio de Laguerre Generalizado

Os polinomios de Laguerre sao solugoes da equacao diferencial de Laguerre, dada por 5.2
para a e n reais. Vide (IYANAGA, 1980).

zy" +(a+1—2)y +ny=0 (5.2)

A solucao geral da equacao 5.2 é dada por 5.3.

y=A1F(—n,a+1,2)+ BL:(x) (5.3)

Onde | Fi(—n,a+1,x) é a funcdo hipergeométrica confluente do primeiro tipo e L% (x)

é o polinomio de Laguerre generalizado.
Segundo (ABRAMOWITZ, 1972), para valores de a € C a fungao generalizada de
Laguerre ¢ dada por 5.4.

= ——" B (—n;a+ 1;2) (5.4)
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(a+ 1), é o simbolo de Pochhammer.

_Tla+1+n)

(@+Dn = =503

(5.5)

Para valores de a € Z o polinomio de Laguerre generalizado 5.4 é conhecido como

polinomio associado de Laguerre e é representado por 5.6.

Loy = Y (- (5.6)

(n —m)!(a+m)!m!

ou por:

- Z ((;*_:‘) (—2)’ (5.7)

Onde (‘::z) é o coeficiente binomial, tal que:
a+ny (a+mn)!
n—i) (a+i)(n—1i)

Funcao Hipergeométrica Confluente do Segundo Tipo

A fungao hipergeométrica confluente do segundo tipo é uma solucao da equagao diferencial

hipergeométrica confluente.

zy" +(c—x)y —ay=0 (5.8)

Também chamada de equacao diferencial de Kummer, (ZWILLINGER, 1998), as
solucoes desta equacao diferencial sao chamadas de fun¢oes de Kummer do segundo tipo,

funcao de Tricomi ou funcao de Gordon.

A funcao hipergeométrica confluente do segundo tipo é definida por 5.9.

Fi(a;b;2) 227" Fi(a—b+1;2—b;2)
Ula,b, z) = 7 csc(mb) I“I(al— b1 S T'(a)

=2 %Fy(a,1+a—b;;—27" (5.9)

Esta fungao também possui uma representacao integral, 5.10.
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Ula, b, =) = 1) / e (1 4 1) gy (5.10)
0

['(a

A fungao 1 Fi(a;b; z) é a funcao hipergeométrica do primeiro tipo ou fungao de Kum-
mer do primeiro tipo. Esta fungao pode ser expandida como uma série hipergeométrica,
5.11.

2

a ala+1)z — (a) 2"
F b :1 — - @@ e = _— ].1
hilaibiz) =1+ pet g gyar T Zko (D) K! o1

Onde (a), (b)x s@o definidos como os simbolos de Pochhammer:

(a)kznﬁ(——ci;)lg):a(a+1)--~(a+k—l) (5.12)

A equagao 5.11 apresenta um ntmero de polindomios finitos se

a €l
(5.13)
beZ |b>0oub<a
Contudo, para b < 0 a equagao 5.11 é indefinida.
A representacao integral da equagao 5.11 é dada por 5.14.
Filabz) = — 0 / Lty ety (5.14)
ST - ol (a) s |

Muitas funcgoes especiais sao derivadas da equacao 5.11. Como por exemplo pode-se

citar as funcoes de Bessel, polinomios de Laguerre, polinomios de Hermite e a funcao

Gama incompleta, (ABRAMOWITZ, 1972).
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