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Resumo

Neste trabalho, solucGes analiticas de equagGes diferenciais fracionarias sdo obtidas para trés
problemas tradicionais da geofisica: (i) o caso de uma fonte pontual localizada na superficie
injetando corrente elétrica no subsolo; (ii) o caso de uma onda eletromagnética plana, e iii) o
caso de uma fonte pontual liberando poluentes atmosféricos. Na obtencdo das solucdes analiticas
dos problemas propostos foi utilizado o método da decomposicao por Laplace (MDL), o qual
fornece uma solucdo em séries de rdpida convergéncia. Em particular, para o problema de
dispersdo de poluentes na camada limite planetéria, foi obtida uma solu¢do da equacdo de
difusdo-adveccdo tridimensional usando o método MDL em duas varidveis, considerando a
derivada de Caputo (ndo-local) e a derivada conforméavel (local). A modelagem matemaética
proposta representa um avanco importante na &rea tendo em vista que o célculo fracionério é a
generalizacdo do célculo tradicional de ordem inteira. Também foi resolvida semi-analiticamente
a equacdo de difusdo-adveccdo transiente 2D. Para esta solugdo foi utilizada a transformada
dupla de Laplace e a inversa numérica Fixed-Talbot.

Palavras-chave: Equacdes diferenciais; geociéncias; Equacbes diferenciais fracionarias;

Método da decomposicdo por Laplace; Derivadas conformaveis.



Abstract

In this work, analytical solutions of fractional differential equations are obtained for three
traditional problems in geophysics: (i) the case of a point source located on the surface injecting
electric current into the ground; (ii) the case of a plane electromagnetic wave, and iii) the case of a
point source releasing atmospheric pollutants. To obtain the analytical solutions of the proposed
problems, the method of decomposition by Laplace (MDL) was used, which provides a solution in
fast convergence series. In particular, for the problem of dispersion of pollutants in the planetary
boundary layer, a solution of the three-dimensional diffusion-advection equation was obtained
using the CDM method in two variables, considering the Caputo derivative (non-local) and the
conformable derivative (local ). The proposed mathematical modeling represents an important
advance in the area, considering that the fractional calculus is the generalization of the traditional
whole order calculus. The 2D transient difusion-advection equation was also semi-analytically
solved. For this solution, the double Laplace transform and the numerical inverse Fixed-Talbot
were used.

Keywords: Differential equations; geosciences; Fractional differential equations; Modified

Laplace decomposition method; Conformal derivatives.
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Capitulo 1

1. Introducéo

Na geociéncia é estudada a estrutura, composicao, propriedades fisicas e a dindmica da terra.
Ela traz a possibilidade de, além de estudar fendmenos como tsunamis, terremotos e vulcdes e
dispersdo de poluentes, fazer levantamentos utilizando-se dos chamados métodos geofisicos.
Estes métodos podem ser 0S mais variados possiveis, como:
sismicos, elétricos, eletromagnéticos, potenciais (magnético e gravimétrico), radiométricos
e geotérmicos. Cada um destes métodos se utiliza de partes tedricas de areas do conhecimento,
como a fisica, a matematica e a quimica. Pode-se também adentrar na area dos poluentes
realizando estudos sobre a disperséo destes.

Frequentimente para resolver equacdes derivadas de problemas em situacGes reais, é
necessario usar métodos numéricos, mas é Gtil examinar primeiramente as possiveis solucGes
analiticas para obter um quadro conhecido e uma possibilidade de teste de solugfes. Portanto,
as solucdes analiticas sdo Uteis para uma variedade de aplicaces, tais como: o fornecimento de
analises aproximadas de cendrios alternativos; a realizacdo de analises de sensibilidade para
investigar os efeitos de varios parametros ou processos envolvidos; a extrapolacdo dos dados,
onde as solugdes numéricas podem ser impraticaveis, servindo como solugdes de referéncia; e
para validar solu¢Ges numéricas (Dugowson,1994).

Neste contexto, o interesse da modelagem fracionaria cresce, tendo em vista que esta
apresenta um maior leque de possibilidades na interpretacdo de suas solugdes.

Considera-se como a primeira aplicacdo do calculo fracionario a solugcdo do problema
da Curva Tautocroénica (curva em que o tempo gasto por uma particula para deslizar sem atrito
com gravidade constante, até seu ponto de minimo, é independente da sua posicao inicial),

proposto por Abel (1823).
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Muitos trabalhos recentes estdo sendo escritos sobre a modelagem fracionaria. Pode-se citar
uma série de trabalhos que representam este turbilh&o atual do tema. Além dos trabalhos citados
anteriormente, existem novas defini¢des das derivadas fracionarias, como em Morales-Delgado
(2018), que aplica as derivadas fracionarias comformaveis em circuitos elétricos, e Kaplan
(2018) que resolve a equacdo de ondas longas usando equacdes fracionarias.

Atualmente, avan¢os na modelagem matematica tém importantes contribuigcdes dadas pelo
calculo fracionério, que é conhecido como a generalizacdo do célculo diferencial e integral
(Debnath et al., 2003). A historia mostra que o calculo fracionario nasceu de questionamentos
trocados entre L'Hopital e Leibniz, em 1695, a respeito das derivadas de ordem néo inteiras
(Oldham and Spanier, 1974). Leibniz, formulou um questionamento sobre a possibilidade de
uma generalizacdo da derivada de ordem inteira para uma ordem arbitraria. Em resposta,
L'Hopital questionou quanto ao caso de uma derivada de ordem meio e, Leibniz, apresentou um
resultado que pareceu ser o comecgo de algo interessante (Abel, 1823; Oldham and Spanier,
1974). No entanto, mesmo com importantes avan¢os dessa abordagem no decorrer das décadas,
somente trés séculos depois, em 1974, o tema foi colocado em discussdo na primeira
conferéncia internacional sobre calculo fracionario e suas aplicacdes as ciéncias (Ross, 1974).
Assim, este tema representa o estado da arte em modelagem matematica e carece de um maior
aprofundamento em aplicacdes praticas do mundo real, embora surjam as dificuldades inerentes
das derivadas fraciondrias de ndo obedecerem as regras tradicionais do calculo de ordem inteira
(Wazwaz, 2002) e também a questdo da dimensionalidade das equagdes (Garcia et al., 2013;
Ebaid et al., 2017).

A modelagem matematica sempre tem sido tema de interesse nas mais diversas areas do
conhecimento, onde grandes avancos foram realizados nas solu¢fes numeéricas de equacdes
diferenciais (Mufioz-Ruiz et al., 2021). No entanto, as solu¢Bes analiticas representam

importante parcela de interesse entre os pesquisadores, em particular, devido aos seus resultados
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exatos que podem servir como parametro de suporte aos modelos numéricos (Bueler et al.,
2005). Porém, a utilizacdo do célculo fracionéario em aplicacGes préticas ainda é um desafio,
principalmente devido ao fato de ndo obedecer grande parte das bem conhecidas regras basicas
do célculo de ordem inteira (Wazwaz, 2002).

Na modelagem dos problemas de geociéncias, frequentemente o resultado final é uma
equacdo diferencial. Em particular, nos métodos eletromagnéticos, a investigacao é relativa a
campos magnéticos e potenciais elétricos, onde estas equacBes surgem das equagdes de
Maxwell. As equacOes resultantes podem ser incrementadas, levando a uma interpretacdo mais
real do fendbmeno, fazendo-se a modelagem matematica do meio e de suas propriedades.

Sripanya, W. (2011), estudou problemas de geofisica através do campo magnético e o
potencial elétrico, resolvendo equacdes diferenciais, considerando o meio formado por
camadas, cujas condutividades dependiam da profundidade na forma de variagéo exponencial
ou binomial. Sripanya, W. (2011), contemplou somente a modelagem de ordem inteira da
equacao diferencial. Mais recentemente em Chaladgarn, T., and Yooyuanyong, S. (2013), foi
deduzida a solucgdo para 0 campo magnético azimutal, utilizando uma equacéo diferencial, para
um modelo de duas camadas, em que a condutividade da primeira camada apresenta uma
dependéncia exponencial com z. Em ambos 0s casos, 0s problemas resultavam em equacdes
diferenciais de solucdo ndo trivial, e somente a modelagem de ordem inteira na equacgdo
diferencial foi descrita.

Dentre outras aplicacBes das derivadas fracionarias, existem as seguintes utilizacOes:
fendmenos de difusdo, epidemiologia, vibragdes mecénicas, entre outras. Recentemente,
Goulart et al (2017), propds um modelo de equagdes diferenciais fracionarias simples para a
distribuicdo espacial de estado estacionario de concentracdo de um poluente ndo-reativo em
problemas atmosféricos. Os autores resolveram estes modelos e comparam as solu¢Ges com um

experimento real. Os resultados mostraram que os modelos fracionarios apresentam um melhor
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desempenho que o modelo Gaussiano e ainda melhor que os modelos encontrados na literatura.
Outro interessante trabalho, escrito por Zhou et al (2018), propde uma representacao alternativa
da equacdo de difusdo para melhorar a modelagem de difusdo andmala. Os resultados deste
trabalho se mostraram também melhores que os da literatura.

Neste trabalho, propde-se aplicar a modelagem fracionaria em fenémenos de geociéncias,
campo este ainda aberto, no que diz respeito as equacdes fracionarias. Segundo Camargo (2009)
esta modelagem traz uma interpretacdo mais proxima da realidade do fendbmeno. Neste trabalho
sera feito uma fundamentacdo matematica necessaria para o perfeito entendimento da sequéncia
do texto, com uma explanagdo sobre o0 Método da decomposicdo de Laplace (LDM), alem de
expor defini¢des sobre a derivada fracionaria, com caputo e conforméveis. Ainda é descrita a
funcdo de Mittag Leffler, que desenpenha um importante papel no céalculo fracinario. Na
sequéncia as solugdes analiticas de equacdes utilizadas em problemas geofisicos serdo obtidas
pela primeira vez utilizando o LDM. O LDM é essencialmente uma combinacdo da
transformada de Laplace e 0 método de decomposicdo Adomian. O LDM é uma das técnicas
analiticas eficientes para resolver equacGes lineares e ndo lineares. Ao contrario de outras
técnicas analiticas, 0 LDM néo exigem discretizacdo e linearizacdo. A modelagem fracionaria
também ¢é aplicada a equacdo diferencial da onda eletromagnética plana, sendo resolvida com
0 mesmo método. Depois, uma variacdo do parametro fracionario é aplicada na solucéo,
mostrando a compatibilidade dos valores fracionérios com as solugdes das equag¢fes em meios
materiais. Apesar da grande variedade de métodos numéricos e analiticos para obtencdo de
solucBes de equacbes diferenciais, em termos fisicos, as equacBes de ordem inteira ndo
explicam completamente a difusdo anémala, que surge naturalmente devido ao fato de os
pardmetros do sistema geralmente crescerem mais rapidamente que os das solugdes obtidas por
modelos classicos (West, 2014). Desta forma, a difusdo andmala e outros processos de

transporte com énfase em ambientes hidrol6gicos e porosos tem utilizado o calculo fracionario
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como uma ferramenta promissora (Zaslavsky, 1994; Wazwaz, 2002; Debnath, 2003;
Meerschaert and Tadjeran, 2004; Gorenflo and Mainardi, 2009; Schumer, 2009; Podlubny et
al., 2017). Sendo assim equacdo de difusdo-advecgdo fracionaria 3D (estado estacionario) é
resolvida analiticamente, comparando-se a solugdo obtida com o uso da definicdo de derivada
fracionaria de Caputo e a obtida com a aplicacdo da derivada conformavel (Khalil et al., 2014),
para diferentes valores do parametro fracionario e da constante de dimensionalidade. Estas
aplicacBes desenvolvidas no decorrer dos capitulos, estdo associadas a discussdes praticas da
modelagem fracionaria. Nestas aplicacGes véarias abordagens meramente matematicas, sdo

colocadas em situacgdes reais.

1.1 Definicdo do problema

A busca de solugdes analiticas para problemas de geociéncias é um dos temas de pesquisa mais
importantes no campo da modelagem matematica. Embora a modelagem usando equacdes
diferenciais de ordem inteira para problemas de geociéncias seja um caso particular em relacdo
a fracionaria, os desfechos com solugbes analiticas encontradas na literatura sdo poucos
considerando-se coeficientes variaveis. Desta forma, neste trabalho serd& mostrado que a
modelagem fracionaria descreve melhor os problemas de geociéncias tendo em vista que
considera um pardmetro fracionario nas solucbes das equacdes. Alem disto, a metodologia
utilizada nesta pesquisa pode ser usada para resolver equacgdes diferenciais ndo lineares e
fracionérias, sendo, portanto, uma maneira mais geral. As equac6es modeladas e resolvidas
nesta pesquisa foram: i) equacéo diferencial oriunda do método geofisico MMR; ii) equacao da
onda, que possui uma vasta aplicacdo nos métodos geofisicos; iii) equacao de difusdo-advecgédo

em problemas de dispersdo atmosférica.
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1.2 Objetivo(s)
1.2.1 Geral

Obter novas solugdes analiticas e semi-analiticas, para equacdes provenientes de problemas
de geociéncias, usando a modelagem fracionaria e utilizando os métodos LDM, Derivadas

fracionarias segundo Caputo e derivadas conforméveis.

1.2.2 Especificos

a) Propor novos modelos matematicos, modificando equacdes oriundas de problemas em
geociéncias, com o uso das derivadas fracionarias;

b) Obter a solucdo da equacdo oriunda do método geofisico MMR, usando a derivada
fracionaria de Caputo;

c) Obter a solucdo da equacdo da onda eletromagnética, usando a derivada fracionaria de
Caputo e correlacionar o expoente fracionario com parametros do meio;

d) Obter a solucdo da equacdo de difusdo-adveccao fracionaria tridimensional, usando a
derivada fracionaria de Caputo e as derivadas conformaveis, realizando uma comparacéo entre
elas e fazer uma correcéo dimensional,

e) Obter uma solucdo semi-analitica da equacdo de difusdo-advec¢do fracionaria transiente
bidimensional, usando a derivada fracionaria de Caputo e as derivadas conformaveis.

f) Comparar os resultados da solugcbe da equacdo de difusdo-adveccdo fracionaria

tridimensional, com dados experimentais da literatura.

1.3 Hipotese

A modelagem de ordem fracionaria representa melhor os fenémenos de geociéncias que a

modelagem de ordem inteira.
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1.4 Aspectos metodoldgicos

As equacdes diferenciais de ordem inteira s&o amplamente utilizadas para modelar problemas
em geociéncias, mas a ordem ndo inteira é considerada uma generalizagdo da equacio
tradicional. Para obter a solucdo analitica de uma equacdo diferencial fracionaria, existem
atualmente duas alternativas bésicas:

a) Usar uma definicdo da derivada fracionéria, a mais conhecida sendo a de Caputo ou b) usar
a definicdo da derivada conforméavel, Khalil et al. (2014) que converte a derivada fracionéaria
em uma derivada de ordem inteira.

No primeiro momento, 0 método LDM foi usado junto com a derivada de Caputo. Este
método é um algoritmo numérico baseado na técnica da transformada de Laplace para resolver
equacdes diferenciais ordinarias e parciais ndo lineares. O método é muito adequado para
problemas fisicos, pois ndo requer linearizagdo desnecessaria, perturbacdo ou outros métodos
restritivos ou suposicdes que as vezes podem distanciar significativamente a modelagem do
problema analisado.

Na sequencia, a derivada de Caputo e o LDM continuou sendo usado, sendo que uma
correlacdo entre o expoente da derivada fracionaria e os parametros do meio foram
investigados. No decorrer do trabalho a derivada conformavel foi utilizada, sendo comparada
com a derivada de Caputo. Também uma correcdo na dimensdo foi realizada, pois ao aplicar-

se a derivada fracinaria numa equacao diferencial, perde-se a dimenséo do problema.

1.5 Organizacdo da Tese

Este documento consiste em cinco capitulos e esta estruturado da seguinte forma:
Capitulo 1 - Introducéo: Apresenta a motivacéo e objetivos do trabalho;
Capitulo 2 — Historico e estado da arte: Oferece um panorama bibliografico do trabalho

realizado na area tratada;
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Capitulo 3 — Fundamentagdo Teolrica: apresenta 0s conceitos de derivadas fracionarias, a
descri¢do do método LDM e soluges para as equaces fracionérias do método geofisico MMR,
para a equacdo da onda eletromagnética, para a equacdo de difusdo-adveccdo 3D e para a
solucdo semmi-analitica da equacéo de difusdo-adveccao 2D;

Capitulo 4 - Resultados numéricos: mostra os resultados das simulagdes e comparacoes, e para
0 caso especifico da equacdo de difusdo-adveccdo é considerada as solu¢Bes com a derivagéo
de Caputo e Conformavel;

Capitulo 5 — Conclusdes: Neste capitulo sdo discutidas as conclus@es sobre as analises dos

resultados obtidos.
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Capitulo 2

2.1 Histdrico e revisdo bibliogréafica

Datada em 30 de setembro de 1695, a carta de Leibniz enderegada para L'Hopital foi o marco
do nascimento do calculo fracionario. Ele foi introduzido em um dos primeiros artigos de Abel
(1823), onde os seguintes elementos puderam ser encontrados: a ideia de integracdo e
diferenciacdo de ordem fracionéaria; a relagdo mutuamente inversa entre eles; o entendimento
de que a diferenciacdo e integracao de ordem fracionaria podem ser considerada como a mesma
operacdo generalizada; e até mesmo a notacdo unificada para diferenciacdo e integracdo de
ordem real arbitraria.

Entdo, como j& mencionado, a partir de 1695, com a carta de Leibniz, se inicia a historia do
calculo fracionario, também conhecido como célculo de ordem arbitraria. A partir de um
questionamento de L'Hopital sobre a interpretacdo da notacdo descrita por Leibniz para uma
derivada de ordem meio, foram feitos os primeiros registros do célculo fracionario. Na tentativa
de justificar as afirmacdes de Leibniz, muitos cientistas contribuiram para o estudo dessa nova
vertente do calculo.

Durante o século XVIII, Euler estava atento ao desenrolar do célculo fracionario e, por isso,
deu contribui¢cBes muito importantes. A partir do século XI1X, alguns outros cientistas, como
LaPlace, Euler, Lagrange, Lacroix e Fourier deram também suas contribui¢cdes para o célculo
fracionario.

Ainda assim, apesar de toda a dedicacdo e contribuicdo desses cientistas, o calculo
fracionario, também conhecido como CF, ndo possuia uma aplicacdo. Foi apenas em 1823 que
Abel (1823) realizou a primeira operacéo utilizando o célculo fracionério. Ele estava estudando

o0 problema da tautocronia, quando obteve como solucdo uma equacéo integral. Abel baseou
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sua solucdo na afirmacdo de que a derivada fracionaria de uma fungdo constante seria sempre
igual a zero (como havia sido estudado por Lacroix anteriormente).

A partir dai, Liouville foi atraido pelo trabalho de Abel e comegou a trabalhar em estudos
para criar uma definicdo logica de uma derivada fracionéria, focando na expansdo de funcdes
em series de poténcia. Por fim, foi definida a primeira formula de Liouville para uma derivada
de ordem arbitraria.

Contudo, logo se notou algumas restricbes na formula criada por Liouville, o que o
impulsionou a criar outra defini¢do para a derivada fracionaria, desta vez baseada na fungéo
gama.

Neste estagio, ja existiam duas formulaces distintas da derivada: uma delas garantia que a
derivada de wuma constante seria nula e a outra afirmava que néo.
Augustus De Morgan, em 1840, fez um estudo dos dois casos e apontou que as duas
formulacGes poderiam fazer parte de um sistema mais geral. E, em 1847, Georg Riemann
escreveu um artigo, que sé veio a ser publicado ap6s sua morte em 1866 (Camargo, 2009).
Nele, foi apresentada uma definicdo para derivada fracionaria, que posteriormente veio a se
tornar ineficiente e extremamente complexa.

A partir de 1860, comecaram os estudos de integrais e diferenciais fracionarias. Em 1884,
(Camargo, 2009) Letnikov publicou um trabalho sobre operadores (integrais e diferenciais) de
forma generalizada, marcando, assim, o calculo fracionario moderno.

Neste periodo, o calculo de ordem arbitraria tornou-se um campo da analise matematica que
lida com equac@es integrodiferenciais. Diversos autores contribuiram para esse periodo de
estudos do célculo fracionario, mas foi Heaviside que fez as publicacbes mais relevantes
(Dugowson, 1994) introduzindo 0 uso pratico de operadores diferenciais fracionarios na analise
de linhas de transmissdo elétrica por volta de 1890. Ele mostrou, em alguns de seus artigos, que

certas equacgdes diferenciais lineares poderiam ser resolvidas através de operadores
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generalizados, o que se revelou muito atil para engenheiros que trabalhavam com teoria de
transmisséao de corrente.

Durante o século XX, os resultados escritos por Heaviside ainda eram destaque, mas sem
justificativa matemaética efetiva. Em 1919, Bromwich foi o primeiro a justificar os resultados,
encorajando a utilizacdo dos métodos operacionais para solucionar problemas fisicos.

Em 1936, Harold T. Davis explicou a teoria de operadores lineares no calculo fracionério e
suas aplicacbes. Pouco antes da década de setenta, o calculo fracionario j& era muito estudado,
mas ndo possuia muita credibilidade por conta, dentre outras razdes, da existéncia de diversas
definicBes, ndo equivalentes, para a derivada fracionaria.

Foi na década de 1980 que a atividade relacionada ao célculo fracionario foi intensificada
pelo mundo. Naquela década, ocorreu a Segunda Conferéncia Internacional sobre Célculo
Fracionario, em Glasgow, na Escocia em 1989 (Ross, 1997). A teoria e as aplica¢fes do calculo
fracionério se expandiram muito ao longo dos séculos XIX e XX, e numerosos contribuintes
deram defini¢cdes para derivadas fracionarias e integrais (\Valério, 2014) .

Segundo Camargo (2009) no Brasil, o primeiro pesquisador a mencionar o calculo
fracionario foi Ricieri, em 1993, mas isso mudou a partir de 2005 um grupo de fisicos deram
continuidade aos estudos e realizaram publicacdes relacionadas ao tema. Foi a partir dai que o
primeiro estudo envolvendo a funcdo Mittag-Leffler foi publicado em Campinas: uma tese de
Doutorado publicada em 2009 (Camargo 2009), onde se utilizou métodos de célculo e discutiu-
se sobre uma funcdo de Green fracionaria.

Desde entdo, o Brasil tem publicado diversos artigos e estudos correlatos. Para a geociéncias
muitos avancos e alternativas de solucgdes das equacOes diferenciais resultante dos problemas,
foram discutidas. Existe uma vasta literatura sobre as solu¢fes e métodos aplicados a estes
problemas. Para ilustracdo podem ser citados os trabalhos Stoyer and Wait, (1977), Banerjee et

al.(1980a, 1980b), Raghuwanshi and Singh (1986), Kim and Lee (1996), Sato (2000), Chock,
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Sun & Winkler (1996), Sharan, Kansa & Gupta (1997), Zienkiewicz & Taylor (2000), Huebner
et al. (2001), Rizza et al. (2003). No entanto, todas essas solucGes analiticas sdo obtidas para
derivadas de ordem inteira com vérias restri¢des, para tornar possivel as solugcfes. Logicamente,
deve-se usar um método numérico para situa¢fes mais complexas, que resolve numericamente
as equacdes da geociéncias por meio de diferencas finitas ou volumes finitos, por exemplo. No
entanto, é enfatizado aqui que a importancia das solugdes analiticas reside no fato de que este
tipo de solucdo permite um melhor entendimento do fendmeno fisico ja que a solucéo € escrita
de forma fechada, explicitando a dependéncia de todos os parametros fisicos. Desta forma, é
possivel estudar a influéncia desses parametros na solucéo e também realizar uma anéalise de
sensibilidade da solucdo, incluindo o teste de um modelo numeérico.

As ideias da derivada fracionaria, em geociéncias, comecaram na equacao difuséo-
adveccao em problemas de propagacao de poluentes atmosféricos com Goulart et al. (2017).
Apesar da ideia inovadora, o trabalho apresentou uma solucéo para a equagdo considerando
coeficientes constantes utilizando o método de separacdo de variaveis. Recentemente surgiram
os trabalhos de Moreira & Moret (2018), Acioli, Xavier & Moreira (2019), Moreira & Santos
(2019) e Palmeira, Xavier & Moreira (2019). O trabalho de Moreira & Moret (2018) propds
um método utilizando o GILTT modificado para resolver o problema transformado com uma
derivada fracionaria no termo advectivo. O trabalho de Acioli, Xavier & Moreira (2019)
mostrou uma solucdo usando o método LDM e 0 método de perturbacéo de homotopia Adomian
(1994), He (1999), Ghorbani (2008), mas apenas usado para coeficientes constantes. O trabalho
de Palmeira, Xavier & Moreira (2019) mostra uma nova equacdo fracionaria de adveccéo-
difusdo que regula a formacdo de um poluente secundario (dioxido de enxofre em sulfato) e
considera os processos de remoc¢édo do poluente da atmosfera. A equacéo é resolvida com uma
técnica de transformacdo de Laplace levando em consideragdo um PLC verticalmente nédo

homogéneo de acordo com o método de ADMM Moreira & Vilhena (2009).
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Assim, este trabalho permitira estudar os problemas de geociéncias usando uma nova
modelagem matematica, a modelagem fracionéria, que é um avanco significativo, pois é uma
generalizacdo da modelagem inteira. E digno de nota que este novo método para resolver
problemas com equac0es diferenciais lineares e ndo lineares pode ser usado em varios campos

da ciéncia, em particular com aplicagéo direta em geociéncias.
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Capitulo 3

3. Fundamentacao teorica

3.1 Método da decomposicéo de Laplace (LDM)
Em Hussain et al (2010) tem-se o exemplo da equacdo (1) a seguir. Esta é uma equacao

diferencial parcial, ndo linear, ndo homogénea e de segunda ordem.
Lu(x,t) + Ru(x,t) + Nu(x,t) = h(x,t) (1)

0 , . ; a1 .
onde L = = R é o operador linear, N é o operador ndo linear e h(x,t) é o termo fonte, com as

seguintes condi¢des iniciais:

ux,0)=F(x) 5“(;’0) —g() @)

Aplicando-se a transformada de Laplace em ambos os membros e utilizando suas

propriedades, temos:

s Lu(x,t)]-sf (x) — g (x) + L[Ru(x, )] + L[Nu(x,t)] = £[h(x,1)] (3)
s’ LTu(x,t)] = sf (X) + g(x) = L[Ru(x,t)] - L[Nu(x,t)] + £[h(x,1)] 4)
LTu(x )] = @+¥ —Sizz[Ru(x,t)] -Sizz[Nu(x,t)] +Sizz[h(x,t)] (5)

Logo, seguindo o metodo, 0 passo seguinte seria escrever a solu¢do como a sequéncia:



u= iun(x,t)

Para isso, o0 operador néo linear:
Nu(x,t)

Pode ser decomposto por:

Nu(x,t) :iAh
n=0

Onde Ansdo os polinémios de Adomian, que podem ser calculados como:

1 dn 0
A=— , n=012,..
e ME)

Substituindo (6) e (8) em (5), temos:

21370, 001= 12 880 2L 2] S ARu0)- 2 AF AL

— S s s

Zzt[u (x t)]—m g(x)

—L’[h( t)]——L’[Ru(X t)]——L’[ZA]]

Ao comparar os lados da equacdo, tem-se:
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(6)

(7)

(8)

9)

(10)

(11)



LTy (x, 0] =¥+ 90 +Si2z[h(x,t)] — K(x,5)

SZ

£l () D)=~ £IRU( ] - 5 LA LN =1

Aplicando a transformada inversa de Laplace, tem-se:

U, (X, 1) = K(x,t)

u ., (x,t)=-2" L%L’[Rudx,t)ﬁéﬁ[ﬂ]}, n>0

A modificacdo no método é feita assumindo:
K(x,t) = K, (x,t) + K, (x,t)
de forma que,

Up (%, 1) = Ko (x1)

u (x,t) =K, (x,t)- £ L%L’[Ruo(x,t)hsizL'[Ao]}
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(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

O segundo termo a direita, na equacdo (18), € considerado somente no termo ui(x,t).

Recursivamente, pode-se escrever os demais termos da série na seguinte forma:
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Uy (X, t):—K{S%L’[Run(x,t)hsizz[&]} , n>1 (19)

Observa-se que a modificacdo do método estd no termo uo(X,t), onde é considerado apenas o
primeiro termo referente a K(x,t). Esta pequena modificacdo é fundamental para a rapida

convergéncia da série e a eliminacdo do ruido segundo Hussain et al (2010). Obviamente, a

solugdo obtida com esta metodologia é altamente dependente da escolha de K, (x,t) e K (X,t).

3.2 Derivadas Fracionarias

A derivada fracionéria de Caputo de ordem « é definida por:

P Q)
T _[ (Qn , N=1<a<n
Dy (t) = ( o (20)
jt” ft) , a=n
d"f(zr)

onde f™(r)= é uma derivada comum de ordem inteiran e I"(.) representa a funcao

dz"

Gamma. Uma consequiéncia das definigdes (20) é que a derivada fracionaria Caputo é um
operador n&o local (devido a integral). E importante notar, que enquanto a derivada Riemann-
Liouville de uma constante ndo é zero, a derivada Caputo de uma constante é zero, para todos
a > 0. A definigdo Caputo assume que a funcéo f é diferenciavel.

A transformada de Laplace (£ ) de uma derivada fracionaria dada pela férmula de Caputo
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£{Dr T ()} =s"F(s) —nis““f ) (0)

, h=l<a<n (21)
k=0
onde s é a variavel transformada. Portanto, no caso deste trabalho,
£{Dff(M)}=sF(s)-s“'f(0) , O<asl (22)

Além disto, apresenta-se a transformada de Laplace para uma funcdo do tipo x“ e a sua

transformada inversa (£ ):

L,[XmaJ:F(mwl) ; [1[51} X m=0l2.. (3

Sma+1 ma+1 = F(ma+1)

Para mais detalhes, veja o trabalho de Podlubny (1999).
No trabalho de Khalil et al. (2014), foi proposta uma nova formulagdo para a derivada
“fracionaria” que, a principio, parece ser uma extensao natural das derivadas usuais e apresenta

como vantagem atender as propriedades tradicionais do célculo tradicional.

Adota-se a notagdo T, para o operador denominado derivada de uma funcgéo f com ordem

a (a (0,1)), escrita como:

im f(t+st™)—f(t)

T, (1)) =i (24)

—0

onde, se f é diferenciavel tem-se:
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TLPOI=t =

(25)

A derivada aqui apresentada, para 0 < a <1, € local por natureza. Observa-se prontamente

que se @ =1, as Egs. (20) e (25) retornam para a derivada de ordem inteira tradicional.

3.3 Fungdo Gamma

Em matematica, a fungdo gama (representada por I', a letra maiuscula gamma do
alfabeto grego) é uma extensdo comumente usada da funcéo fatorial para nimeros complexos.
A funcdo gama é definida para todos os nimeros complexos, exceto 0s nimeros inteiros ndo-

positivos. Para qualquer nimero inteiro positivo, n,
r'(n)=(n+1)! (26)
3.4 Funcgéo de Mittag-Leffler

A funcdo Mittag-Leffler é uma generalizacdo da funcdo exponencial, introduzida pela

primeira vez como uma funcdo de um parametro pela série:

00 Zm
E (2)= ;m : a >0 (27)

Sex =1,

@)= =32 (28)
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onde e representa a tradicional fungéo exponencial.

3.5 Inversdo numeérica da transformada de Laplace

Seja f (t) uma funcdo integravel definida para todo nimero real t > 0. A transformada

de Laplace de f (t)é a fungdo F(s) definida pela integral impropria

F(s)=L{f ()= f(edt, (29)

em que s e C éavariavel no dominio de Laplace. A transformada inversa de Laplace denotada
por f(t)= Kl{F (s)}A Transformada de Laplace e sua inversa tém algumas propriedades que

as fazem util para analisar sistemas dindmicos lineares e ndo lineares.

A integral da transformada inversa de Laplace, € dada pela integral de linha

f(t)= L F(S)) = Zi lim [ F(s)eds, (30)

7Tl Too a—iT

3.6 Algoritmo Fixed Talbot

Em 1979, Talbot foi pioneiro nas técnicas para a inversdo numérica da transformada de Laplace,

propondo uma mudanga do caminho integragdo padrdo B = {s e C:Re(s) = a} na integral dada

por (30). A possibilidade desta mudancga, garantindo que a transformacé&o é analitica na regiao
do plano complexo a direita do caminho B.
Portanto, pelo teorema de Cauchy, o contorno deformado é valido. A brilhante contribuicdo de

Talbot é a cuidadosa escolha do caminho:



s(0)=ro(cotd+i), -z<O<nx

Onde r é um parametro real.

Considere F(s)= 1/s*com a >0,

f (t) :%jexp{t(s—ﬂlog s)jds,,
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31)

(32)

em que B=alt. Esta integral é de dificil resolugdo, pode-se contornar este problema da

seguinte forma:
Im(s—plogs)=0.

Seja s= x + iy. Em seguida, de (33) obtém-se a equacao do caminho:

y
X=Yycot—
B

Assim de (30) e (31), temos:
1 ¢
f(t)= Z—Eij‘i”exp(ts(é?))F (s(0))s'(0)de

Onde: s'(0)=ir(1+o(6))onde o (0)=0+(6cotd-1)cotd . Logo,

f(t)=— ], Re[exp(15(0))F (s(0))(1+ic(6)) Jdo

(33)

(34)

(35)

(36)
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Em (36), utiliza-se a regra dos trapézios com o tamanho de passo % MeN, e 6 :l'(\/l—ﬂ,

k=0,...., M, Dai:

M-1

f(t)= ﬁ{% F(r)exp(rt)+ Re[exp(ts(é?k ))F (s(6k))(1+ic (6, ))]} (37)

k=1

Com base em experimentos, o parametro r € dado por r = 25—'\: Assim, f_,(t), é o algoritmo

Talbot Fixo, dado por (37) possui somente um parametro livre, M que sera o nimero de termos

do somatorio.

3.7 Aplicacdo da derivada fracionaria no meéetodo da resistividade magnetométrica
(MMR)
3.7.1 O método MMR

Aplicado a exploragdo mineral, minérios disseminados ricos em esfarelita sdo geralmente
alvos pobres para os métodos eletromagnéticos e o da eletrorresistividade. Em contraste, 0
método MMR é mais apropriado pois pode responder a alvos bons ou mal condutores elétricos
em rochas encaixantes condutoras. O campo magnético medido no método MMR é
representativo das correntes elétricas canalizadas através das zonas mineralizadas, sendo
fungdo da geometria de aquisicdo e do contraste de resistividade. Alem disso, o método é
sensivel as variagdes da densidade de corrente elétrica e ndo aos valores absolutos da
condutividade. Consequentemente, opera bem para estruturas alongadas na mesma direcao que

os eletrodos, tem uma grande area de investigacdo em torno no poco. Outra caracteristica
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interessante € que o campo magnético vertical resultante da distribuicéo da corrente elétrica na
terra depende somente dos contrastes laterais de resistividade. Esse componente vertical é nulo
em modelos homogéneos ou horizontalmente estratificados.

Pode-se extrair as equacdes diferencias que explicam os métodos da geofisica, das equacdes
de Maxwell. No caso da fonte pontual de corrente, pode-se citar o0 método da resistividade
magnetométrica (MMR) como sendo um bom exemplo para ilustrar o problema.

No método da resistividade magnetométrica, como em Edwards (1974), Edwards et al (1976
e Edwards (1978), obtém-se a resistividade aparente com base nos valores da componente
azimutal do campo magnético, que dependem: (i) do local da medigdo, (ii) das intensidades das
correntes elétricas injetadas através de eletrodos instalados no meio e (iii) dos pardmetros
fisicos e geométricos desse meio. Edwards (1988) descreve uma variagdo do método MMR,
onde uma fonte de corrente situada na superficie do mar injeta corrente e sdo realizadas medidas
da componente azimutal do campo magnético.

Estes registros sdo adquiridos por meio de sensores localizados no topo e na base da lamina
d"agua, a mesma distancia horizontal da fonte. A partir dai, os dados coletados podem ser
utilizados para se obter a resistividade de camadas mais abaixo.

A intensidade da componente azimutal do campo magnético H dentro de pocos depende da
variacdo vertical z, da condutividade elétrica o e da localizacdo da fonte de corrente (r
componente radial), considerando-se que a terra é composta de camadas horizontais
homogéneas e isotropicas. O problema, segundo Chen et al (2004), satisfaz a equacédo

diferencial:

2 2
TH T oL 1 H (39)
oz or oz

o)z ror r?

A equacdo (38) foi resolvida em Chen et al (2004), Sripanya (2011) e Chaladgarn (2013),
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com a utilizacdo de outras metodologias, porém sem a introdugao da modelagem fracionaria.
Neste trabalho, serd considerado a geometria do problema contendo dois semi-espagos
separados pelo plano z = 0 (superficie). O primeiro semi-espaco é o ar (z < 0) com resistividade
infinita, e 0 segundo (z > 0). No segundo semi-espaco, a resistividade pode assumir duas
situacdes distintas: i) constante e ii) dependente da variavel z. A fonte de corrente seré colocada
no plano z = 0. As solugBes da Eg. (38) no segundo semi-espaco serdo obtidas para a
resistividade constante e dependente da variavel z.

Apesar da equacdo (38) ser bem conhecida na literatura, esta é a primeira vez que sera obtida
uma solugdo da mesma usando o método LDM e derivadas fracionarias. Neste caso espera-se
que tenhamos uma modelagem com uma maior possibilidade de ajuste através do parametro

fracionario.

3.7.2 O caso da resistividade constante

Com a resistividade tomada como constante, a equacao (38) € expressa em:

0°H o*H 16H H
0z>  or* ror r? (39)

onder>0ez>0.
Como mostrado em Stefanescu (1929), a componente azimutal do campo magnético na

superficie pode ser escrita como:

H(r,0) =t (40)

e sua derivada em relacdo a distancia radial r pode ser dada por:
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oH |
E(r10):_4ﬂ-r2 (41)

Logo, as equacOes (40) e (41) serdo utilizadas como as condic¢des de contorno do problema
dado pela equacao (39). Sendo assim, usando a metodologia LDM, aplica-se a transformada de

Laplace em z:

KVT}5[625}5[@}_42}:40] )
oz or r or r

resultando,

°H 1oH H
ers_er0+—Hr0 L —-—— 43
(r5)=sH(r,0) (){arrarrz} (43)
dividindo-se por s?, obtém-se:
2
H(r, s)_—H(r O)+——H( O)—lL’ oH Eﬁ—ﬂz (44)
oz s o’ ror r

Aplicando-se a transformada de Laplace inversa:

Azr  Axr? 2

H(rz)= 2 [{%K{GZH +18—H—EH (45)
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onde o termo proveniente das condic¢des de contorno pode ser escrito como:

I z
K(r,z)=K,(r,z)+K,(r,z)= — 46
()o()l()éwﬁr2 (46)
Logo, pode-se escrever 0s primeiros termos como:
H L 47
° dzr
rd 1 ,|0*°H, 1oH, H
H, = LH =L 04020 48
Y 4nr? Lz { o ror r? ﬂ (48)
com os demais termos dados por
2
H.,=-£" %L’ 0 'j” +l%— Hz” , n=123,... (49)
S or ror r

Obtendo-se como resultado final:

h F( 1/2+n) ™!
H(r, z)_ [1 Z{ \/_F[] .rmn (50)

Cabe salientar que, para este caso, a literatura oferece o valor exato dado pela seguinte

expressdo Chen et al (2004):
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H(r,z)=4I r{l— rzz zz} (51)

4 +

3.7.3 Modelagem fracionéria para resistividade constante

Para fazer uma comparacao entre a solucdo da modelagem de ordem inteira e a respectiva
modelagem fracionaria, considera-se a generalizacdo fracionaria da equacdo diferencial
associada ao problema do MMR em questdo. Para a utilizacdo do célculo fracionario, a maneira
mais comum encontrada na literatura é simplesmente substituir a derivada de ordem inteira da
equacao diferencial, que descreve o fenbmeno, por uma de ordem nao inteira, resultando assim

em equac0es diferenciais de ordem ndo inteira. Sendo assim, a equacao (39) se transforma em:

C Aa 2
0 H+8I;I+1@_ﬂ2:0 l<a<? : (52)
oz or ror r

onde C representa a derivada fracionaria no senso de Caputo (Podlubny et al, 2017). Assim,

aplicando-se a transformada de Laplace na variavel z,

C Ax 2
L 0"H + L a'j +£F—8H}—L’{i2}=£[o] (53)
oz” or r or r
Resultando:
5 0 °H 16H H
s“H(r,s)=s“*H(r,0)+s*? —H(r,0)- £ TR AR 54
(r.s) (r.0) 0z (r.0) {Grz ror rz} (54)

Dividindo-se por s*, obtém-se:



H(r, s)=—H(r O)+_8_H( O)——L’

Aplicando-se a transformada de Laplace inversa:

1 Al
Azr  Axr?

H(r,z)= 5

com os primeiros termos dados por:

o’ r or

1 [e°H, 1éH, H
+_
o’ ror r

Resultando:

L T(=1/2+n)(L/2+n)

d K{ig{ﬁzHo JLoH,

H,

#

r.2

0 1 [aZH 16H H

{1 {aZH 16H H
+

ﬂ =123,

I 0
H=——1/1+ ~1)"2%"
47”( nz_;{( ) V4

r" 12+ (n-1)a]
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(55)

(56)

(57)

(58)

(59)

) -
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onde I'"(.) é afuncdo Gama. Observa-se prontamente que, quando « = 2, recai na solucdo dada

pela equacdo (50) de ordem inteira.

3.7.4 O caso da resistividade variando com a profundidade z.

Considerando-se que a resistividade varia exponencialmente com a profundidade,

p=ae”

(61)

onde a e A sdo parametros do meio. Pode-se entdo concluir que a condutividade é dada por:

oc==e""

Substituindo (62) na equacdo (38), encontra-se:

2 2
CH, poH T 1o 1, g
0z oz or ror r

O°H 1oH 1

Por simplicidade, fazendo-se¢ f =—-+~-—-—H , tem-se:
or ror r
0°H oH
+pf—+1=0
oz° p oz

Aplicando-se a transformada de Laplace em (64), resulta:

(62)

(63)

(64)
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s?H(r,s)—sH (r,0)—aa—';'(r,0)+ﬂsﬂ(r,s)—ﬁH (r,0)+£[f]=0 (65)

Rearranjando os termos:

s(s+ﬂ)ﬂ(r,s):sH(r,0)+aa—|;|(r,0)+ﬂH(r,O)—L'[f] (66)
Obtém-se:
7 __ 1 1 o+ s o1
H(r’s)_s+ﬂH(r’O)+s(s+ﬁ) = (r’0)+s(s+ﬂ)H(r’0) s(s+ﬁ)£[f] (67)

Entdo, aplicando-se a transformada inversa, e usando as condi¢oes (40) e (41), tem-se:

| (1-e?) | I 1
H(r’z):4nr_( Y ]47rr2_f L(sw)z[f]} (68)

. [1-e 1
Pode-se observar que Iﬂmg[ = —, 0 que reduz a equacdo (68) na equacao

- —ﬁzj 1
=ze ==,
B s(s+p) s

(45), situacdo em que a resistividade é constante. Os termos da série sdo dados por:

Ho:4_7zr (69)

H1=—[l_e_ﬂzj 'Z—E{ : E[fo]} (70)
Jij 4y s(s+ /)

H,, =t L[f] 71

n+l S(S-I-ﬂ) n ( )
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Como feito anteriormente, para a equacao fracionaria basta trocar a derivada de ordem inteira

da equacéo diferencial, que descreve o fenémeno, por uma de ordem ndo inteira. Logo, a

equacéo (63) transforma-se em:

Caa+lH CaaH aZH 1 BH
a+l +’B a + 2 -
oz oz or r or
2
Fazendo f = oH +16—H—%H , tem-se:

ot ‘ror r

Caa+lH CaaH
+

+p

azom—l aza

iZH =0 , 0<a<xl
r

f=0

Aplicando-se a transformada de Laplace na equacao (73), na variavel z, resulta:

oH

S“H (r,s)—s“H(r,0) —s“* —(r,0) + Bs“H(r,s) — Bs“H(r,0) + L[ ] =0

0z

Assim:

s*(s+B)H(r,s)=(s" +ﬂs“‘1)H(r,0)+s“‘l%—l;|(r,0)—£[f]

Rearranjando os termos:

1
s(s+p) oz

Ifl(r,s):éH(r,O)+

Aplicando-se a transformada inversa, tem-se:

A .0

1
Feep

(72)

(73)

(74)

(75)

(76)
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H(r,z) = ! ! (1—e’”j_[{—1 C[f]} (77)

4rr dnr?\ B s* (s+ /)

Onde

H0:4_m, (78)
WSS T A 1 P Y (79)
S o s“(s+p) - °
e, 0s demais termos:
1 1 _
H.,,=-L {mc[fn]} ,n=123... (80)

Fazendo-se 6 — 0 e a =1, estas solug¢des recaem nas equagdes (69), (70) e (71). Observa-se

claramente que estas solucdes de ordem fracionaria sdo a generalizacdo das equacdes de
ordem inteira.

H (r,z):{l—(l_e_ﬂzJ ! S+
4rr p 4rr

e 17 (—pz) (al"(a)z +T(a)((a+B2)TA+a)-T(1+ a,—ﬁz)))—r(1+ a)(B(a,-p7)+T(A+a,-p2))) |
* A ()T (+ ) art

(81)

E possivel identificar que estas solugdes de ordem fracionaria s&o a generalizacéo das de ordem
inteira. As series resultantes de Egs. (68) e (77) apresentam alguns termos mais complicados,
de modo que apenas os primeiros termos foram indicados. Este tipo de problema é ideal para

computacdo simbdlica (por exemplo, o Wolfram Mathematica).
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3.8 Métodos Geofisicos-Eletromagnéticos

Os meétodos geofisicos eletromagnéticos sdo constituidos de mauitas técnicas para determinar
a geometria e as propriedades elétricas subterraneas para fins de estudos geoldgicos.

Existem vérias classificacdes dos sistemas elétricosmagnéticos. A mais pratica é subdividi-
los em dois tipos: os métodos galvanicos e o0s indutivos. Os primeiros, conhecidos como
Métodos Elétricos, usam correntes invariantes no tempo e 0s segundos empregam correntes
alternadas. No primeiro grupo estdo os métodos da resistividade e da polarizacdo . No
segundo , denominado de Eletromagnéticos, incluem-se a , Audio-Magnetotelurico, VLF
(Very low , Turam, Slingram, TEM (Transient , GPR (Ground Penetrating Radar) e outros.
As técnicas dos métodos elétricos de pocos ndo sao , incluidas na classificacdo dos métodos
elétricos.

O fundamento tedrico dos métodos eletromagnéticos pode ser resumido na identificacdo da
simetria entre o campo gerado pelo transmissor, a forma do receptor e a estrutura do meio. A
situacdo mais simples corresponde as ondas planas incidindo em semi-espaco infinito. Neste
trabalho vamos estudar a equacao de onda plana fracionaria, permitindo assim, a utiliza¢do do
parametro fracionario para um melhor ajuste da modelagem ao fendmeno em questdo, além
disso sera feiro uma comparacao entre o valor do parametro fracionario e a atenuacdo do meio
na amplitude da onda eletromagnética. Este estudo tem sua importancia impar, pois retorna um

modelo mais geral, para o campo elétrico da onda eletromagnética plana.

3.8.1 O caso das ondas eletromagnética planas

As ondas eletromagnéticas estdo presentes em nosso cotidiano, sendo uteis em diversas areas,
tais como as teorias da medicina, geofisica, geologia, fisica, dentre outras. Na geofisica, por
exemplo, aparecem com muita frequéncia nos métodos eletromagnéticos, onde séo utilizados

campos magnéticos, potenciais elétricos e ondas eletromagnéticas. As ondas eletromagnéticas
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podem ser derivadas das equagfes de Maxwell, que sdo equacdes lineares no vacuo ou no
interior dos 4tomos e dos nucleos e, considerando-se estes casos, ddo origem a equacgdes
diferenciais também lineares. No entanto, as equacdes deduzidas sdo sempre resolvidas
utilizando-se métodos cléssicos de solugdes de equacdes diferenciais de ordem inteira. Portanto,
0 objetivo deste topico trabalho é resolver a equacdo diferencial de uma onda eletromagnética
no vacuo, através das modelagens de odem inteira e fracionaria, resolvendo-as através do
método da decomposicao por Laplace (MMDL). A solucdo fracionéria permite uma variacao
do valor do pardmetro fracionario, resgatando as solucGes das equagdes das ondas
eletromagnéticas que se propagam em meios materiais, possibilitando analisar os diversos tipos
de amortecimento para os mais variados meios. Nesta secdo serd introduzida a derivada
fracionaria e também serd realizado uma comparacdo do parametro fraciondrio com a
atenuacdo do meio, trazendo assim uma abordagem mais geral na solucéo da equacao de onda.
Neste sentido mais um passo serd dado na compreensdo e no sentido fisica das derivadas
fracionarias.

Em Reitz (1982), é deduzida, a partir das equacbes de Maxwell, a equacdo da onda
eletromagnética para um meio linear, isotropico e homogéneo, onde a densidade de carga é

nula, quer o meio seja condutor ou ndo condutor.

—oe—=0 82
or— (82)

Onde: o ¢ a condutividade do meio, € a permissividade elétirca, g a permissividade elétirca no

vacuo, | a permeabilidade magnética e o a permeabilidade magnética no vacuo.

Para s =0 e no espago vazio e=e¢ e /m= /m,, temos:

O’E
VzE—€0ﬂ0?=0 (83)



Usando a notacéo fasorial e considerando que E(r) varie apenas na direcéo z, temos:

E(r,t)=E e " e"=E(z,t)
Aplicando a equacéo (84) em (83), temos:

oz 070 ot?

Simplificando,
0%E(2)

- — g, WE(2) =0
Como:
c= , temos:

eOmO
°E(2)
—-p°E(2)=0
o BE(Z)
Onde b= w_z2p
c 1
Para esta equacao temos uma solugéo possivel, que é:
E(z)=E e "
Assim temos:
E(0)=E,

oE :
= O ="FE,

Aplicando o MMDL, temos:
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(84)

(85)

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)



JO°E
.c[ — }+L‘[ﬁ2E]:£[O]
Obtendo-se:

szE(s)—sE(O)—@+£[ﬁ2E] =

Bs) =~ B0+ 22 o[ ]

Aplicando-se a transformada inversa:

LE@s) =L [ E(O)}r/:‘[l agi‘))} gl[i

N

Resulta:

B2)= BO)+2 22 - ff{ c[p E]}

e verifica-se facilmente que

E,=E

m

E =—ziBE_ El[ [ﬁEﬂ

e os demais termos vem da equagéo de recursiva:

2

£[ﬁ2Eﬂ
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(91)

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)

(97)



EnH:—L”lLizL[ﬁzEnﬂ , =123,
Logo, a serie resultante é:
1 1. 1 1. 1
E =E (1-ifz—-=pB°2*+Zif 2 +— B2 ——ip° 2> —— B%° +...
o =Enl=15 2ﬂ 6'3 24ﬂ 120ﬂ 720ﬂ )

No entanto, pela identidade dada pela expressao:

0 n
e =>" O com x = - iz
n=0 n!
resulta,
_ -ipz
E(Z) =E.e

Assim inserindo o fator temporal, temos:
E(zt)=E,e'" " =E, [cos(wt — Bz) +isen(wt - Bz)]
Tomando a parte real, temos:
E(z,t) = E,, cos(wt - 5z)

Por conveniéncia, adotamos w=3.10°rad / se por consequéncia g =1rad /m.
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(98)

(99)

(100)

(101)

(102)

(103)
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Figura 1: Onda eletromagnética no espago vazio

15

/ //f // ,:Z/:,/,ﬁlr /»‘/J”//””/// 1

: ' 15
\\

Fonte: autoria propria

3.8.2 Ondas Eletromagnéticas Fracionarias

Para introduzir a modelagem fracionaria sera trocada a derivada de ordem inteira da equacao

diferencial pela ordem ndo inteira, resultando assim em equacdes diferenciais fracionarias

Sendo assim, a equacdo (87) se transforma em:

aaESZ) _B?E(z)=0,com 1 <a <2 (104)
z
Usando-se as condicgdes iniciais do problema de ordem inteira
E(0)=E, (105)
aE(O) ~BAE, =0 (106)
oz

Aplicando-se 0o MMDL, tem-se:



obtendo-se:

a2 aE(O)

S“E(s)-s"'E(0)—s" " —>+ L[ B’E |=0

£ = EO)+ 5 =0 L[ 5]

Aplicando-se a transformada inversa,

C[E@)]= El[ E(O)}E{l 8E(0)}—E{££[,BZE]]

0z s“

Resulta:
_ 6E(0) r
E(z)=E(0)+ = { [,BE]}

e verifica-se facilmente que
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(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)
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E, =-ziE_ cl[ [ﬂE]} (113)

e os demais termos vem da equacdo de recursiva

E.=-L" Liac[ﬁzlznﬂ , n=123,.. . (114)
Logo, a série resultante é:
By = B2 r(ﬂ;j;) i rlzzﬂiz.;) ’ r(ﬂ:;) - rlzzﬁ iz;;) - r(ﬂliz:a) ) (115)
Dado que

E. ()= Zr( k+1) eE.()= ZF(ak+2)

sejam as func¢des de Mittag-Leffler de um e dois pardmetros, respectivamente (Valério et al,

2014), logo:

E.) = E.[E,(-872%) - pizE, ,(-B°z)]. (116)

Inserindo-se o fator temporal,
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E(2) =e"E,[E, (-$2") - BizE, ,(-5°2")] (117)

onde,
e = cos(wt) +isen(wt) . (118)

Logo,
E(z,t) = (cos(wt) +isen(Wt))E, [E, (-5°27) - BizE, ,(-f2)]. (119)

Tomando-se a parte real, tem-se:

E(z,t) = E,[cos(wt)E, (—S°2*) + sen(wWt)E,, ,(—°2%)]. (120)

3.9 Solucéo da equacdo difusdo-adveccdo 3D, estaciondria, fracionaria

Neste secdo, sdo obtidas duas solucGes analiticas da equacdo de difusdo-adveccdo 3D
fracionéria (steady state) para o estudo da dispersdo de poluentes atmosféricos. Uma solucéo é
obtida considerando-se a derivada no sentido de Caputo e a outra com a derivada conformavel,
sendo ambas no termo advectivo longitudinal. Para atingir o objetivo foi utilizado o método da
decomposicéo de Laplace (LDM), o qual gera uma solucdo em série de rapida convergéncia.
Os modelos mostram que as solucBes obtidas ndo sdo idénticas, sendo que a proveniente da
derivada de Caputo (derivada ndo-local) € representada pela funcdo de Mittag-Leffler,

intrinseca as derivadas fraciondrias, e a proveniente da derivada conformavel (derivada local)
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gera uma funcéo exponencial, sendo idénticas somente quando forem de ordem inteira (a = 1).
Além disto, foram feitas analises de sensibilidade em dois parametros explicitos obtidos nas
solucdes: o pardmetro fracionario « , que controla a ordem da derivada fracionaria, e parametro

@ , responsavel pela manutencdo da dimensionalidade correta das equacdes. As solugbes via

Caputo a conforméavel com simulagdes usando dados do tradicional experimento de

Copenhagen com ¢ =1 me a =0.98, apresentaram em ambas 0s indices estatisticos NMSE =

0.10, COR = 0.90 e FAT2 = 0.91, com pequenas diferencas em FB e FS, sendo que estes
resultados s&o melhores do que os de alguns modelos com equagdes de ordem inteira mais
complexos existentes na literatura. Em termos praticos, tendo em mente que os dados
experimentais sdo moderadamente convectivos, percebe-se que as concentragdes dos poluentes
simuladas ao nivel do solo por ambos modelos ndo apresentaram diferencas estatisticamente

significativas em condicOes de baixa fracionalidade, mesmo considerando-se o parametro de
dimensionalidade variando da unidade até a menor escala da turbuléncia (¢=10" m,

microescala de comprimento de Kolmogorov). No entanto, quando a fracionalidade aumenta,
0 parametro de dimensionalidade de microescala se torna mais efetiva para deteriorar
rapidamente os resultados.

Nos problemas atmosféricos, o transporte de um poluente sob os efeitos combinados de
difusdo e adveccao é descrito pela bem conhecida equacdo de difusdo-adveccdo (Moreira and
Vilhena, 2009). Desta forma, a polui¢éo atmosféerica tem sido sistematicamente modelada com
equacdes diferenciais de ordem inteira, obtendo-se solugdes numeéricas, semi-analiticas e
analiticas da equacdo de difusdo-advecgdo (Moreira et al., 2005a,b; Sharan and Modari, 2006;
Essa et al., 2007; Guerrero et al., 2012; Pimentel et al., 2014; Moreira et al., 2014; Albani et al.,
2015). Porém, recentemente foram propostas solucdes analiticas para a equacdo de difusdo-
adveccao de ordem fracionéria (Goulart et al., 2017; Moreira and Moret, 2018; Acioli et al.,

2019; Xavier et al., 2019; Moreira et al., 2019; Palmeira et al., 2019; Moreira and dos Santos,
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2019). No trabalho pioneiro de Goulart et al. (2017), foi obtida uma solugdo usando o método
de separacdo de variaveis na equacéo de difusdo-advecdo 2D fracionéria. O trabalho de Moreira
e Moret (2018) também apresentou uma solucdo da equacdo 2D fracionaria, mas com uma
solucdo em séries usando o método GILTT (Generalized Integral Laplace Transform
Technique) (Moreira et al., 2009). No artigo de Xavier et al. (2019), foi apresentada uma
solucdo em séries da equacdo de difusdo-advecgdo 2D fracionaria usando o meétodo da
decomposicgéo por Laplace (LDM) (Adomian, 1991; Adomian, 1994; Khuri, 2001; Prates and
Moreira, 2020a,b), sendo o coeficiente de difusdo dependente da distancia longitudinal da fonte.
J& no trabalho de Moreira et al. (2019), foi proposta uma solucdo analitica da equagdo de
difusdo-adveccao 3D fracionaria para simular a disperséo de poluentes na atmosfera utilizado
uma combinacdo entre 0 método LDM (Laplace Decomposition Method) e a técnica GITT
(Generalized Integral Transform Technique) (Cotta, 1993; Costa et al., 2006). A combinacao
dos métodos LDM e GITT gerou uma nova técnica para o desenvolvimento de solucGes
analiticas lineares e ndo lineares.

E importante observar que nos problemas atmosféricos anteriores todas as solucdes
fracionarias foram obtidas considerando-se a derivada fracionaria de Caputo e constante de
dimensionalidade igual a unidade. Isto se deve ao fato da derivada fracionaria de Caputo levar
em conta as condig¢des iniciais na solucdo do problema, além da derivada de uma constante ser
zero, caracteristicas que a tornam mais usual em problemas praticos (Acioli et al., 2019). No
entanto, Khalil et al. (2014), na tentativa de encontrar uma derivada fracionaria que obedecesse
a todas as regras usuais do calculo, prop6s a conhecida derivada conformavel, a qual tem sido
sistematicamente usada em varios trabalhos (Chung, 2015; Silva et al., 2018; Younas et al.,
2021; etc). Neste sentido, existe uma discussdo na literatura sobre o fato da derivada
conformavel ndo ser de fato uma derivada fracionaria, pois perde o carater ndo-local introduzido

pelas derivadas fracionarias tradicionais (Tarasov, 2018), como por exemplo, Caputo e
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Riemann-Liouville, sendo considerada uma derivada de carater local através de uma simples
mudanca de variavel (Abdelhakim, 2019; Abdelhakim and Machado, 2019; Anderson et al.,
2019). De fato, a derivada conformavel transforma uma derivada fracionaria em uma derivada
de ordem inteira, a qual, diferentemente das derivadas fracionarias tradicionais, obedece a todas
as regras tradicionais do calculo. Do ponto de vista tedrico, perde o carater ndo-local (efeito de
memoria) contido na derivada fracionaria, o qual normalmente € introduzido nos problemas
atmosféricos no coeficiente de difusdo dependente da distancia da fonte (Moreira et al., 2005b;
Moreira et al., 2014), mas tem o ganho da introdu¢do de um parédmetro fracionario na equagédo
e obediéncia as bem conhecidas regras do célculo tradicional.

Portanto, o objetivo deste trabalho € avancar no conhecimento resolvendo-se analiticamente
a equacao de difusdo-adveccgdo 3D fracionéria (steady state), porém, diferentemente do trabalho
de Moreira et al. (2019), utilizando-se somente 0 método LDM (Khuri, 2001), comparando-se
a solucdo obtida com o uso da definicdo de derivada fracionaria de Caputo (Caputo, 1967) e a
obtida com a aplicacdo da derivada conformavel (Khalil et al., 2014), para diferentes valores
do parametro fracionario e da constante de dimensionalidade. Importante salientar que em
poucos trabalhos de outras areas do conhecimento esta comparacdo ja foi realizada, porém,
guando feita, contém uma explanacdo puramente matematica (Rosales et al., 2018; Yokus,
2018). Assim, em problemas atmosféricos esta comparacdo € feita pela primeira vez, além da
solucdo ser obtida integralmente pelo método LDM (Adomiam, 1991; Adomian, 1994; Khuri,
2001). O método LDM ¢é um algoritmo baseado na técnica da transformada de Laplace para
resolver equacgdes diferenciais ordinérias e parciais ndo lineares. O método € muito bem
adaptado a problemas fisicos, pois ndo requer linearizagao, perturbacéo, ou outros metodos ou
suposigdes restritivas que possam mudar a situagéo fisica a ser resolvida.

Na sequéncia é apresentada a metodologia de resolucdo da equacéo de difusdo-adveccao

usando o método LDM com a derivagdo de Caputo e também pela derivada conformavel e os
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resultados numéricos sdo apresentados e comparados com dados experimentais.

A equacdo de ordem inteira de difusdo-adveccdo é amplamente utilizada para modelar a
dispersdo de poluentes atmosféricos. No entanto, continua sendo um grande desafio que
nenhuma solugdo analitica tenha existido para a equagéo tradicional em sua forma geral e com
os parametros fisicos todos dependentes de variaveis espaciais e temporais. Além disso, as
derivadas fracionarias aumentam a complexidade da obtencdo de uma solugédo analitica se todas
as derivadas forem de ordem néo-inteira. Assim, para obter uma solugéo analitica, normalmente
sdo feitas suposi¢cOes simplificadas.

Consideremos um sistema de coordenadas cartesianas com o eixo X alinhado com a
velocidade média do vento u no sentido longitudinal, o eixo y alinhado com a velocidade média
do vento v no sentido transversal, e o eixo z alinhado com a velocidade média do vento w no
sentido vertical. Vamos também fazer as seguintes suposi¢cdes simplificadoras: i) existem
condicGes de estado estavel; ii) as velocidades do vento v e w na direcdo transversal e vertical,
respectivamente, sdo zero; iii) o termo advectivo na direcdo X € muito maior que o termo
difusivo na mesma dire¢do; iv) ndo ocorre nenhuma rea¢do quimica; v) no caso do estudo, a
velocidade do vento u na direcdo longitudinal é constante e o termo difusivo depende apenas
de x.

Com base nessas suposicoes, a equacdo tridimensional com derivada fracionaria em termos

advectivos pode ser escrita da seguinte forma:

U o“c(x,y,2)
Ox“

0°c(x,Y,2)

2

. O<a<l  (121)

FK, (%) azc(x,zy, 2)

=K,(0 oz

para 0<z<h, 60 <y <L,e x>0, ondeh éaaltura da camada limite planetaria (PBL), L,, é

uma distancia longe da fonte na diregdo y, c¢ é a concentracdo, o ¢ a ordem do operador
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fracionario, u ¢ a velocidade do vento longitudinal e K, e K, sdo as difusividades verticais e

laterais, respectivamente. Neste trabalho, as difusividades verticais e laterais sdo consideradas

como dependendo apenas da distancia longitudinal da fonte (Sharan e Modani, 2006):

2

K,(x) = [%) ux = —(GS)

X = wX and K, (x)= (%j ux = % X = [X (122)

onde w=c2/u e f=c’/u sio constantes and a,, € o, (valores experimentais) sio o desvio

padrdo de velocidade vertical e lateral, respectivamente. Para ser consistente na
dimensionalidade e seguindo Gomez-Aguilar et al. (2016), um parametro auxiliar é introduzido

como segue (Moreira e Santos, 2019):

d 1 d“
—_— % —_—
dx " dx”

(123)
e isto é verdade se o parametro ¢ tiver dimensGes de comprimento [L]. Portanto, a

representacdo fracionaria de Eg. (121) com a inclusdo das difusividades (Eq. (122)) e o

parametro ¢ é o seguinte:

=,3X—+COX¥, O<a<l (124)

E claro de que esta é uma aproximacao, mas efetivamente este problema esta aberto
na literatura: normalmente as equac@es fracionarias sdo inconsistentes quando analisadas em

sua forma dimensional.
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Para resolver a Eq. (124), é necessario determinar os limites e as condi¢fes de origem.
Assim, sdo utilizadas as condi¢6es usuais de fluxo zero de poluentes na superficie e no topo do

dominio vertical (altura PBL):
K,—=0 . I=1y,h (125a)
onde z, é o comprimento da rugosidade. As condi¢des de contorno em y sdo dadas por:
Z=0 , y=0,L (125b)

Bem como uma fonte com taxa de emisséo Q na altura H, da fonte:

UC(O’ Y, Z) = Q5(Z - Hs)g(y - yo) (125C)

Por conveniéncia, a funcdo delta de Dirac na direcdo vertical pode ser aproximada pela

seguinte forma fracionaria:

5(z—Hs):% 1+2icos(/LHs)cos(ﬂ,,z) (126)

i=1

onde os valores préprios sdo dados pela seguinte expressao:

A=— | i=123.. (127)
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De forma similar (sendo Y, =0, linha central):

o(y-Y,) :%{H Z_icos(/ijy)} (128)

y

com auto-valores dados por:

2= jo123.. (129)

Assim, a condigéo da fonte pode ser reescrita da seguinte forma:

c,y,2)= uhiL {1+ 22003(/1, H,)cos(4, z)} {1+ Zi CoS(4; y)} (130)

Yy

3.9.1 Solucdo da equacao difusdo-adveccdo usando Caputo
Para resolver a Eg. (124) no sentido de Caputo, por simplicidade, usa-se uma mudanca de

variavel dada por (Jumarie, 2008; Moreira et al., 2014):

I'(a+1)x*"

C(a+2) (13

X« :_X[x’(dx’)“ =
0

Logo, resulta a equacao,
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a 2 2
o’c(X,y,2) zq)lfaég C(X,Zy, z) e w0 C(X;y’ z) (132)
oX“ u oy u oz

Aqui é possivel aplicar o método LDM para coeficientes constantes. Para maiores detalhes
sobre 0 método ver o trabalho de Khuri (2001). Inicia-se com a aplicacdo da transformada de

Laplace (£) na variavel X, no sentido de Caputo (Eq. (21)):

a 2 2
10 g BOT e 208 (133)
oX“ u oy u oz

apos a aplicacéo,

_ B} L BoC(X,y,2) ., wdc(X,y,1)
s°t(s,y,2)-s*"¢(0,y,z2)= 2 e BOUXY2) | 1a @0C(X,Y,2) 134
(s,y,2) (0,y,2) x{co TRY: - (134)

Isolando o termo transformado,

1o B O°C(X,Y,2) s EM} (135)

1 1
c(s,y,z)=-c(0,y,2)+— <,
(y)s(y)sa{cou PY: T

Aplicando a transformada inversa de Laplace (K 1) para Eg. (135) e usando o método

padrdo, no qual a solucéo é representada como uma série infinita, obtém-se o seguinte:

o(X.y.2) = 3 6 (X.Y.2) (136)
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O resultado é o seguinte:

ick(x1}’1 2)=c(0,y, Z)+ql{i§£{¢laﬁw+¢lagw}} (137)

2 2
k=0 k=0 " u oy u 0z

Comparando os dois lados da Eq. (137), c,(X,y,z)=c(0,y,z) dado por Eq. (130).

Portanto, para obter os outros termos da solucéo em série, temos a seguinte férmula recursiva:

2 2
Ckzgl{ig{(ol_aﬁ&kz—lwl—&&kz—l}} k=12 (138)
s“ u oy u oz

Assumindo, Zcos(lj y)=a e icos(/i,I H.)cos(4z) =b, a condigéo de fonte (130) resulta,

j=1 i=1

c(0,y,2)= USL (1+2b)(1+ 2a) (139)

onde ¢, é dado pela Eq. (130) e os demais termos sdo calculados pela Eg. (138). Por questdo

de notagdo, 4; = A e A, =B. Assim, os primeiros termos sdo dados por,

cO(X,y,z):ﬁ(l+2b)(l+ 2a) (140)

y

=— Q 1-a x—a ﬁ 2 @ 2
(.. =3 {2(p {r(aﬂ)J(u(HZb)aA +2(142a)bB ﬂ (141)

v u
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_ Q |, aawf X BY 4
Cz(x'y’z)_uhLy [2¢> (F(2a+1)j((uj (1+2b)aA’ +

2 (142)
+4% abA’B? +(9j (1+ 2a)bB4H

u

e assim por diante.

Tendo em mente que a funcdo de Mittag-Leffler de um parametro de forma genérica dada

pela Eq. (27), assumindo a Eq. (131) e algum algebrismo obtém-se, finalmente:

N *T(a+1
c(x,y,z) = Uh%l:[l—’_ ZZ cos(4,;Y)E, [_wla (%j = (Ziz)) XW%J;DX
y j=1

(143)
><£1+ Zi cos(4H,)cos(42)E, [—gol‘“ (UW j ;—

i=1

3.9.2 Solucgdo com derivadas conformaveis

Aplicando-se a Eq. (25) na Eq. (124), utilizando-se as derivadas conformaveis, tem-se:

2 2
o & _ e PX a_‘z: Lot a’_xa_g (144)
OX u oy u oz
Ajustando a equacao,
a 2 a 2
X _ 1afX0C o, 0X OC (145)

8x¢uay2¢u§
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Por conveniéncia, fazendo uma mudanca de variavel (Jumarie, 2008):

X a+l
X =[xdx =2 (146)
5 a+l
Tem-se a equacao a ser resolvida:
aC(X ' Y Z) _ -« ﬁ azc(x ' Ys Z) 1-a Qazc(x ' Y Z) 147
x 20 P U & (147)
Aplicando-se a transformada de Laplace na variavel X:
_ L Bok(X,y,7) ., od%c(X,y,12)
sc(s,y,z2)-c(0,y,2)=2 laéé-i- e —Z 207 148
(y)(y)x{(puay2 v T (148)
Isolando-se o termo transformado,
2 2
c(s,y,2) =EC(0, y,z)+££X qol‘“ﬁ—ﬁ c(X,zy, 2) +¢1‘“Q—a c(X,Zy,z) (149)
S S u oy u oz

Novamente, aplicando a transformada de Laplace inversa (K 1) para a Eq. (149) e usando

0 método padréo, no qual a solucdo é representada como uma série infinita, obtemos o seguinte:

(X, y,2) = Y (X,y.2) (150)
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O resultado é o seguinte:

ick(x1}’1 2)=c(0,y, z)+4:1{i %£{¢1aﬁw+¢laﬁw}} (151)

k=0 n=0 " u oy’? u oz’

Comparando os dois lados do Eq. (151), temos ¢,(X,Y,z)=c(0,y,z) dado por Eq. (130).

Portanto, para obter os outros termos da solucéo em série, temos a seguinte férmula recursiva:

2 2
¢ =t 14 (Dl—aé&kz—l_i_(ol—agikz_l k=12 (152)
S u oy u oz

Usando-se a mesma estratégia da Eq. (139) e a formula recursiva (152), resulta para 0s

primeiros termos:

_Q
¢, (X,y,2)= —uhLy (1+2b)(1+2a) (153)
__ Qo e X(F 2, @ 2
¢, (X,y,2)= e [Zgo 1!(u(1+2b)aA +u(1+2a)bB ﬂ (154)

cz(x,y,z)zuhQL lzgoz(“)xz—!z((ﬂ (1+2b)aA4+4%abA282+(9j (1+2a)bB* H (155)

y u

e assim por diante.

A forma genérica da funcéo exponencial é dada pela Eq. (28). Logo, assumindo a Eq. (146),
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a solucéo final é dada por:

c(x,y,2)= uh%[(H Z_i cos(4,Y) exp(—(pl‘“ (%j (:il) ,11.2 D X

y

x(1+ Zi cos(AH,)cos(42) exp{—go“‘ (%) ( Xi:ll) /szﬂ
i=1 (04

(156)

Observa-se muita similaridade entre as Egs. (143) e (156). A diferenca entre as duas
equacdes é que na Eq. (143) aparece a funcdo de Mittag-Leffler e na Eq. (156) tem-se a funcéo
exponencial. Pode-se verificar que a Eq. (143) € mais geral que a Eq. (156), pois a funcdo de
Mittag-Leffler é a generalizagdo da exponencial ( E,(z) =e"). Portanto, o carater ndo local da
derivada de Caputo esta embutido na funcéo de Mittag-Leffler.

Além disso, é possivel citar alguns casos especiais:

a) Egs. (143) e (156) com o =1 (solucdo de ordem inteira) sdo ambas iguais a:

c(x,y,2)= uhiL[LH 22 cos(4;y)exp [—(ﬁ] X?Z/lf JJX

y u

(157)

® o 2 X2

x{l+ ZZcos(ﬂf,Hs)cos(ﬂﬁz)exp(—(—wj ?ﬂf] ]
i=1 u
b) Eqg. (157) comz =0, H =0 (fonte ao nivel de solo), y = 0 (linha central):
c(x,y z)—i 1+2§:exp —(ﬁjzx—z)tz X

7 uhL, ~ u) 2"’

(158)
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As solucdes dadas por Egs. (143) e (156) representam um importante avango nas solugdes
analiticas da equacdo de advecgdo-difusdo fracionéria usando o método LDM completo, apesar
de usar uma abordagem diferente com Caputo e derivados conformaveis, pois sdo solugdes mais
gerais. Embora as difusividades consideradas neste trabalho e dadas por Eq. (122) dependam
apenas da distancia da fonte, o procedimento de solugdo pode ser usado para coeficientes

variaveis na direcdo vertical.

3.10 Uma abordagem semi-analitica na solucdo da equacdo de difusdo-adveccéo
bidimensional transiente fracionaria para estudo da dispersdo de poluentes na camada

limite planetéaria

Nesta secdo sera obtida uma solucdo semi-analitica da equacdo de difusdo-adveccdo 2D
transiente fracionaria (ordem ndo-inteira) para o estudo da dispersao de poluentes atmosféricos.
A solucdo foi obtida considerando-se a derivada fracionaria no sentido de Caputo na derivada
temporal. Para atingir o objetivo foi utilizado o método LDM (Laplace Decomposition Method)
usando transformada de Laplace na variavel temporal e espacial longitudinal. Devido a
complexidade do problema, na transformada inversa de Laplace na variavel temporal foi
necessario usar o método numérico FT (Fixed-Talbot). Os resultados numéricos mostram uma
rapida convergéncia da série, além de considerar o efeito de memoria caracteristico das
derivadas fracionarias. As analises numéricas dos resultados desta se¢do € proposta para

trabalhos futuros.

3.10.1. difusdo-adveccéo bidimensional transiente, na modelagem inteira.

Pode-se escrever a equagao como:
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o%c(x, z,t)

oc(x,z,t) _ oc(x, z,t)
oz?

ot OX

+K,(x) (159)

para 0<z<h,t>0e x>0, uéavelocidade do vento longitudinal e K, (x) é a difusividade

vertical.
Condicdo inicial:
¢(x,2,0)=0 (160)

Condicéo de fonte:

c(0,z,1) :%{H Zicos(ﬂ,I H,)cos(4 z)} (161)

Aplicando a transformada de Laplace na condicdo de fonte, temos:

€(0,z,5) = %[M Zicos(ﬂ,, H,)cos(4 z)} (162)

Aplicando a transformada de Laplace em t, nos dois membros da equacéo diferencial transiente,

temos:

— 2—
oc(x,z,9) WX 07T(x,2,9)
OX oz°

sT(X,2,58)—c(x,2,0)+u (163)
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Aplicando a transformada de Laplace em x,

sC(p.z,s)+u[ pc(p.z,5)-C(0,2,5)|= 24 {WX%} (164)
sE(p,z,s)+upc=:(p,z,s)=u6(0,z,s)+4{wx%} (165)

c(p,z,8)= ;Q{LL Zicos(/l, H,)cos(4 z)} + 1 £, {WX M} (166)

s’+su.p h = S+Uu.p oz°

Aplicando a transformada inversa em X, nos dois lados da expressao, temos:

SX

c=° %{H Zi cos(4,H,)cos(4 z)} + L’X_l{ L £, {WX MH (167)

su = S+Uu.p o7°

Assim usando o LDM,

SX

C, = %%{H 22 cos(4H,)cos(4, z)} (168)

€n+1=Kl{ L 4{wxm}} (169)

S+U.p oz°
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aplicando as formulas acima temos os trés primeiros termos:

B Qe_% 2Qeffzw_lcos[H/In]cos[z/ln]
C, = + =

170

0 hsu hsu ( )

- Qe v wx? Zjl—cos[zH A,]cos[z4,] A (171)
hsu

o QeTWzthZ::’zlcos[H/ln]cos[z/ln]/i,j1 (172)

2 4hsu®

A partir destes resultados podemos escrever a funcao transiente da concentragdo em funcédo da

transformada inversa:

SX

Wi

y+it u 0 S WxTAT
c(x,z,t)zi_lim e Z—u%(l+2_zl:cos(/l,Hs)cos(&z)e 2u J ds (173)

271 to
y—it

Esta transformada sera calculada utilizando o método numérico Talbot Fixo(FT).

3.10.2 difusdo-adveccdo bidimensional transiente, na modelagem fracionaria usando
Caputo.

Pode-se escrever a equagao como:

o%c(x,z,t)

0 (174)

oo oc” (x,z,1) U oc(x, z,t)

+ K. (X
ata Z()
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para 0<z<h,t>0¢e x>0, u é a velocidade do vento longitudinal, a é o pardmetro

fracionario, @ o parametro dimensional e K, (x) é a difusividade vertical.
Condicéo inicial:

c(x,2,0)=0
Condicéo de fonte:

c(0,z,t) = L%{H Z_icos(ﬂ,, H,)cos(4 z)}

Aplicando a transformada de Laplace na condicao de fonte, temos:

c(0,z,5) = %{H Z_icos(ﬂ,, H,)cos(4 z)}

(175)

(176)

(177)

Aplicando a transformada de Laplace em t, nos dois membros da equacéo diferencial transiente,

temos:

_ ”
@*'s“C(x,2,5)—s""c(x,2,0)+u x(%,2,5) —wx 2 C(x,2,5)

OX 0z°

Aplicando a transformada de Laplace em X,

(178)
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2—
(p“1s“5(p,z,s)+u[p5(p,z,s)—E(O,z,s)]zé;{wx%} (179)
z
a-1l.a= = — aZC(X,Z,S)
@“7s“T(p,z,8)+upc (p,z,5)=uC(0,2,8)+ £, L (180)
0 2=
c(p.2,8)=—+ } 9{1+22COS(Z1HS)COS(X1Z):|+ 1 L;{WXM}(ISD
@* s +su.p h = s“+u.p 0z

Aplicando a transformada inversa em x, nos dois lados da expresséo, temos:

Sag/)aAX

T o 2—
c=2 Qly, 2) cos(4H,)cos(42) |+ £ %L’X me (182)
su h r) P s+u.p 0z
Assim usando o LDM,
7501(/71: 1X
_ e " Q c
C, = —[1+ 2> cos(4H,)cos(4 z)} (183)
su h )
€,
2_
C.,=L" {%L)’( {WXLX;Z’S)}} (184)
P°S+u.p 0z

aplicando as formulas acima temos 0s trés primeiros termos:

P _Sax(p—iﬂz
e Q 2 ¥ Q) cos[HA,]cos[z4,]
N _
hsu hsu

C =

(185)
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_Sax(pfl+af
e v Qwx®y " —cos[HA, Jcos[z4,]A2
i onl oo .
Sax(p71+tl
e ¢ Qwx*Y” cos[HA Jcos[z4,]A¢

A partir destes resultados podemos escrever a funcao transiente da concentracdo em funcédo da

transformada inversa:

X

1 .. e Q < 0
c(x,z,t)=——Iim | |e"{——=|1+2) cos(LH_.)cos(Lz)e 2u ds 188
B T Bl e AR R

Esta transformada sera calculada utilizando o método numérico Talbot Fixo(FT).

3.10.3 difusdo-adveccao bidimensional transiente, na modelagem fracionaria usando
Conformavel.

Pode-se escrever a equagao como:

o%c(x, z,1)

oc”(x,z,t oc(x,z,t
¢ot—l ( ) =u ( ) 5 -
0z

ot” OX

+K,(x) (189)

para 0<z<h,t>0¢e x>0, u é a velocidade do vento longitudinal, o é o parametro
fracionério, @ o pardmetro dimensional e K, (x) é a difusividade vertical.

Aplicando a derivada conforméavel, temos:



e oc(x,z,t) _ J ac(x, z,1) VK, (%) o°c(x, z,t)

ot OX 0z°

Usando a mudanca de variavel,

Temos:

Condicdo inicial:

Condicdo de fonte:

oot oc(x, z,t) 4 oc(x, z,t)

v

T:ﬁ“mza
0

2
+K, (%) 0 c(x,zz,t)
oT OX oz

c(x,2,0)=0

c(0,z,t) = Q{H Zicos(ﬂ,I H,)cos(4 z)}

uh =)

Aplicando a transformada de Laplace na condicdo de fonte, temos:

Q

€(0,z,5) = T{H Zicos(i, H,)cos(4 z)}

uns =)
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(190)

(191)

(192)

(193)

(194)

(195)
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Aplicando a transformada de Laplace em t, nos dois membros da equacéo diferencial transiente,

temos:

oc(X,2,8) W 0°T(x,z,5)

@ 'st(x,z,5)—c(x,z,0)+u - o (196)
Aplicando a transformada de Laplace em x,
wl = = _ 0°C(x,2,9)
9“'st(p,z,8)+u[ pc(p,z,5)-T(0,2,5)|= 4, W= (197)
2
@“7'st(p,z,8)+upc(p,z,s)=uc(0,z,5)+ {wx%} (198)

_ 1 Q > 1 0°t(x,2,5)
1 2,8) = —————|1+2 AH ) cos(A2) [+ ————— £ wx—————=+(199
¢(p.2.s) P“'s+s.u.p h{ N ;COS( ) cos( )}L(p“sﬁu.p { 072 (199)

Aplicando a transformada inversa em x, nos dois lados da expresséo, temos:

59 x
T 0 2
c=- 2 1+2) cos(4H,)cos(42) |+ £ ——— L £ wx 2 E:2,9) C(X’ZZ'S)
su h =y @S +U.p oz
(200)

Assim usando o LDM,



S(pu—lx

~_e " Q =
6= h[1+2iz_l:cos(ﬂ,,Hs)cos(ﬂ,,z)}

2—
P°sS+u.p 0z

aplicando as formulas acima temos o0s trés primeiros termos:

—l+a “La

SXg SXp

. e * Q. 2¢ ¢ QY. cos[HA,]cos[z4,]
° hsu hsu
s
e U Qwx*>)” —cos[H4,]cos[z4,] A
a= "~ hsu?
e Qwx*'>” cos[HA,]cos[z4,] A
C,= o=

4hsu?®
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(201)

(202)

(203)

(204)

(205)

A partir destes resultados podemos escrever a funcao transiente da concentracdo em funcéo da

transformada inversa:
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1 yHT . e_5</7:71X Q . _szﬂq-z
c(x,z2,T)==—Iim e’ =|1+2) cos(LH,)cos(Az)e 2 ds
( ) 2mi T S su h ,2:1: (A1) cos(42)
(206)
Lembrando que:
tO{
T=— (207)

Esta transformada seréa calculada utilizando o método numérico Talbot Fixo(FT).
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Capitulo 4

4. Resultados

4.1 Resultados numéricos da Aplicacdo da derivada fracionaria no método da

resistividade magnetométrica (MMR)

Nesta secdo, os resultados da sensibilidade e dos testes de convergéncia, sdo mostrados para o
caso representado pela Eq. (50) (ordem inteira) para o problema de uma fonte pontual, e séo
comparados com Eg. (51), ou seja, 0 modelo de Chen (Chen e Oldenburg 2004), denominado
aqui de solucéo exata, fazendo variar r e z. A figura 2 mostra a convergéncia considerando 0s
casosder=100mez=80m(r/z=1,25),r=100mez=50m(r/z=2),er=1000mez=
100 m (r/z = 10). A Figura 2 mostra claramente a convergéncia quando o numero de termos da
série, representado por Eqg. (50), aumenta. A convergéncia é muito rapida, pois ocorre apenas

com alguns termos da série, e € mais rapido quando a relagdo r/z aumenta.

Figura 2: Teste de convergéncia para Eg. (50), em comparacéo com Eq. (51), para: a) r=100m,z=80m; b) r
=100m,z=50m; c)r=1000m,z=100m
a)

x10™*

75L ========== Calculado J
) Chen

6.5}

5.5}

4.5t

Campo magnético H(T)

3.5

Numero de termos na série
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b)
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65 i i

5.5F

Campo magnético H(T)
(s3]

a5k % |

35 . 1 : .1 I - -.I -I| : ‘.I.:

Numero de termos na série

x10”*

7.9k ---------- Calculado |
78l Chen
77h
2o | _
7.5}k .II
7.4} .
7.3} ‘

Campo magnético H(T)

72F 4 ]

7.1 i 1 I L L i 1 I L
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Ntmero de termos na série

Fonte: autoria propria

A Figura 3 apresenta os resultados das simulacdes da Eg. (60), que é o caso fracionario do
problema de uma fonte pontual, considerando uma equacdo diferencial fracionaria com
coeficientes constantes (r =100 m e z =50 m), com valores diferentes do parametro fracionariao
a.

A figura 3 mostra o teste de convergéncia da Eq. (60) com o parametro fracionario variando
entre 1,5 e 2. Quando o = 2, a solucdo da equacdo diferencial de ordem inteira, dada por Eq.

(50) ¢ obtida.



Figura 3: Teste de convergéncia para Eg. (60), em comparagéo com Eq. (51), parar =100mez=50m
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Fonte: autoria propria

A figura 4 mostra uma comparacdo entre Eq. (50) e Eg. (60), com a Eq. (60) variando o

parametro fracionario entre 1,95 e 2.

Figura 4: Comparacao entre Eq. (50), de ordem inteira, e Eq. (60), de ordem fracionaria

H(T)
2410 |

22104 [
2,010 {
1,8.10% |
1,610

1.4.10% |

. Equagdo 30
s =y =195
=198

r(im)

150 200

250 300 350 400 450

500

Fonte: autoria propria

Pode-se ver que, quando a = 2, a solucdo do equacéo diferencial de ordem inteira dada pela

Eq. (50) é obtida, mostrando assim o carater geral da solucao representada por Eg. (60).

A figura 5 apresenta uma comparacao entre os resultados encontrados em (Chen e Oldenburg,

2004), expressa por Eq. (51), e a solucéo fracionaria dada por Eq. (60) com « =1,7, 1,8, 1,9,

1,95e 2, paraz =50, 100, e 150 m.

77
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Figura 5: Campo magnético em funcdo da distancia radial considerando =1,7,1,8,1,9,1,95¢e 2 para: a) z =
50 m; b) z=100m; c) z =150 m.
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Fonte: autoria préopria

Pode ser observado na Fig. 5 que, para valores de « variando de 1,7 a 2, a curva fracionaria se
aproxima do modelo de Chen e, para a = 2, a solucdo dado por Eq. (51) é obtida. Além disso,

pode ser visto claramente que, a medida que a profundidade z aumenta, a influéncia
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do parametro fracionario o também aumenta. Isto faz sentido, porque com o aumento da
profundidade, o valor do campo diminui.

A figura 6 mostra a solugéo fracionaria representada pela Eq. (60), no qual o campo magnético
é uma funcdo da profundidade (z), a distancia radial r é ajustada para 1000 m, e diferentes

pardmetros fracionarios sdo considerados (o = 1.7, 1.8, 1.9, 1.95, 2).

Figura 6: Campo magnético em funcdo da profundidade (z), comr=1000me & =1,7,1,8,1,9, 1,95, e 2.
H(T)

7,0.10°
6,0.10%° |-
50.10°
4,0.10°

3,0.10°
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Fonte: autoria propria

Pode ser visto na Fig. 6 que quando z se aproxima zero, 0 campo magnético tende a um valor
constante, independentemente do expoente fracionario. Quando « = 2, a solucdo exata é
obtida. Por outro lado, em torno de z = 300 m, as curvas para « < 2 tendem a se desviam da
curva exata. O desvio causado pela escolha de um « permite uma analise comparativa entre
0s parametros do meio e este parametro fracionario (por exemplo: a resisténcia, condutividade
e permeabilidade).

As figuras 7 e 8 apresentam uma solugdo de Eq. (72), destacando a influéncia dos parametros
[, 1, e z para diferentes valores do parametro fracionario « .

Nas figuras. 7 e 8, 0 campo magnético € mostrado como uma fun¢do da profundidade (z), com

r =1000 e 500 m, respectivamente.



80

Figura 7: Campo magnético em funcdo da profundidade (z), com r = 1000 m e: a) ,[)’ =0,01; b) ﬂ =0,05(
o =0,7,08,091)
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Fonte: autoria propria

Figura 8: Campo magnético em fungdo da profundidade z, com r = 500 m: a) ﬂ =0,01; b) ﬂ =005(a =
0,7,08,0,9,e1)
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(b) H(T)
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Fonte: autoria propria

Pode-se ver pelas figuras que, para # = 0,01 ocorre uma queda mais rapida do valor do campo
magnético, em comparagdo com o caso de f = 0,05 (isto é, conforme /S aumenta, a
condutividade diminui). As curvas, para diferentes valores de « , tornam-se distintas a uma
profundidade de cerca de 150 m parar = 1000 m com S =0,01, e cerca de 100 m parar = 1000
me S =0,05. A diferenciacdo das curvas ja sdo vistas a cerca de 100 m de profundidade r =
500 m para f = 0,01, e cerca de 50 m para £ = 0.05. Em outras palavras, a curva se move
com a parametro S crescente, mostrando assim a influéncia de atenuagdo na solucéo. O

parametro o atenua o comportamento da solu¢do de maneira semelhante, mas este efeito é

visto quando o parametro diminuiu em vez de aumentar.

4.2 Resultados numéricos do caso das ondas eletromagnéticas planas

Por conveniéncia, adota-se w = 3.108 rad/s e, por consequéncia, § = 1 rad/m. Fazendo-se

a=1,9 e o tempo igual ao periodo, tem-se o campo elétrico representado pela Figura 9.
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Figura 9: Campo elétrico (V/m) em fungdo de z (m) com a. = 1.9.
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Fonte: autoria prépria

Pode-se observar que para a fracionario, no caso a = 1.9, mostra-se um decaimento na
amplitude, lembrando as perdas de energia em meios com condutividade diferente de zero. Para
ressaltar esta observacao, foi plotado o grafico campo elétrico em fun¢édo da posicéo (z) com o
a variando de 1.7 até 2.0. Nestes graficos, foram fixados os tempos iguais ao periodo. Desta

forma, a equacdo do campo elétrico se reduz a:

E(2) = E,E, (-5°2%) (208)

A Figura 10 mostra o campo elétrico em funcdo da variavel z para a = 1.7,1.8,1.9,2.0. Por

simplicidade, Em = 1V/m, com 0s mesmos parametros anteriores.
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Figura 10: Campo elétrico (V/m) em funcéo de z (m) paraa = 1.7, 1.8, 1.9, 2.0
15

a=17
a=18
a=19
=210

Campo Elétrico(V/m)

. | . | .

0 10 20 30
z(m)

Fonte: autoria propria

E perceptivel que, ao variar o parAmetro «, o resultado recai nas solugdes do amortecimento
das ondas em um meio material. Se « € igual a 2.0, resgata-se a solu¢do da propagacdo da onda
no espaco livre.

Esta atenuacdo sera estudada com mais detalhes na proxima secao.

4.2.1 Envoltoria

Segundo (Sadiku, 2012), a medida que os campos elétricos e magnéticos se propagam em

um meio condutor, a sua amplitude é atenuada por um fator €“. Nesta secdo, sera investigado
o formato da envoltoria do grafico campo elétrico x posi¢do (z), para o caso da modelagem
fracionéria. Segundo De Castro(1991), “a modulagdo da amplitude apresentada pela maioria
dos livros-texto é, na realidade, a envoltdria da curva de oscilacdo, que, no caso limite de
amortecimentos muito pequenos, tendem aos mesmos valores numéricos”. Neste trabalho sera

utilizada esta aproximacdo. A diferenca entre estas curvas esté apresentada na Figura 11.



Figura 11: Campo elétrico (V/m) em funcéo de z (m) apresentando sua envoltdria e a atenuacgéo

Campo

157

1.0

0.5-

-1.5

funcdes.

15

Fonte: autoria propria

20

— Campo

envoltoria
atenuagao

Figura 12: Campo elétrico (V/m) em funcao de z (m) para o parametro fracionario ¢ = 1.85
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Com esta aproximacao, foi determinada a equacdo da envoltoria, pegando os pontos de
méaximo do campo e plotando estes em um grafico. Apds uma andlise do formato da curva,
ficou evidente que em todos os casos analisados a melhor curva a ser ajustada era a funcgéo
exponencial. Nas Figuras 12, 13, 14 e 15 estdo exibidas algumas curvas encontradas. Entéo,

uma regressao exponencial foi efetivada em cada caso estudado, obtendo assim todas as



Figura 13: Campo elétrico (V/m) em fungéo de z (m) para o parametro fracionario a = 1.89
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Figura 14: Campo elétrico (V/m) em funcéo de z (m) para o parametro fracionario a = 1.96
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Figura 15: Campo elétrico (V/m) em funcéo de z (m) para o parametro fracionario @ = 1.99
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Fonte: autoria propria

E possivel observar que todos os coeficientes de determinagio das regressdes sdo bem altos,
evidenciando que todas curvas obtidas pelas regressdes sdo consistentes. Uma outra observagéo
interessante é que, quando 0 a se aproxima de 2, a exponencial se aproxima de uma reta. O que
era de se esperar, uma vez que quando o « é 2 é retomada a funcdo de onda sem perdas, onde a
envoltoria deve ser uma reta constante.

Estas constataces retomam a ideia anterior em que a envoltéria deve ter o formato de e ~¥7.

O y esta evidentemente relacionado com os parametros do meio, 0s quais provocam a
atenuagdo da onda. Uma interessante relagdo linear entre }/ e a é encontrada plotando-se o

grafico de dispersdo entre estas grandezas, possibilitado a regressdo linear entre a variavel

independente a e a dependente )/ . Assim, obtem-se a relag&o:

w =-0,8657c +1,7282 (209)



Figura 16: Coeficiente do expoente da exponencial em funcéo do parametro fracionario da equacédo (160)
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Nota-se que existe uma relagao linear com o coeficiente de determinacéo de 0,99959. E possivel

ainda observar que extrapolando-se a reta para )/ = 0, resulta & = 2. Este resultado combina
com 0 que era esperado, pois quando a= 2, retoma-se a propagacao no espaco livre, sem
perdas, logo y/ tem que ser nulo. Esta se¢do gerou um artigo denominado de “Um sentido

fisico para modelagem fracionéria: O caso do amortecimento das ondas eletromagnéticas”, na

revista brasileira de ensino de fisica.

4.3 Resultados Numéricos da solucdo da equacédo difusdo-advecgdo 3D, estacionaria,
fracionaria

Para avaliar o desempenho dos modelos desenvolvidos neste estudo, os resultados das
simulacgdes serdo comparadas com os dados observados nas experiéncias de Copenhague (um
conjunto de dados em 3-D que foram utilizados para obter concentracdes na linha central. Estas

experiéncias de dispersdo, realizadas em Copenhague e descritas por Gryning e Lyck (1984) e
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Gryning et al. (1987) e atualizadas por Gryning e Lyck (1998), consistiram na liberagcéo do
hexafluoreto de enxofre tragador (SF6) ao norte de Copenhague. O tragador foi liberado sem
empuxo de uma torre com altura de 115 m e foi coletado no nivel do solo. As unidades de
amostragem foram posicionadas a distancias de 2-6 km do ponto em que o poluente foi liberado.
O comprimento da rugosidade superficial foi de 0,6 m. Os parametros que descrevem as
condicGes meteoroldgicas e as concentragdes na linha central durante os experimentos estdo
resumidos na Tabela 1. Note que a concentracdo foi normalizada pela taxa de emissao (c/Q). O
parametro Ujo representa a velocidade do vento medida a uma altura de 10 m, e o pardmetro

U11s representa a velocidade do vento medida a uma altura de 115 m.

Tabela 1: Pardmetros meteoroldgicos e concentracdes observadas durante as experiéncias de Copenhague.

Exp. | U (m/s) | Uus(m/s) | h(m) | & (m/s) | o, (m/s) | X (M) | c/Q (10"sm3)
1 2.1 3.4 1980 0.98 0.83 1900 10.50
3700 2.14
2 49 10.6 1920 1.39 1.07 2100 9.85
4200 2.83
3 2.4 5.0 1120 0.85 0.68 1900 16.33
3700 7.95
5400 3.76
4 2.5 4.6 390 0.47 0.47 4000 15.71
5 3.1 6.7 820 0.77 0.71 2100 12.11
4200 7.24
5100 475
6 7.2 13.2 1300 2.26 1.33 2000 7.44
4200 3.37
5900 1.74
7 4.1 7.6 1850 161 0.87 2000 9.48
4100 2.62
5300 1.15
8 4.2 9.4 810 1.35 0.72 1900 9.76
3600 2.64
5300 0.98
9 5.1 10.5 2090 0.71 0.98 2100 8.52
4200 2.66
6000 1.98

Como as solugdes propostas da equacdo de avanco-difusdo 3-D de ordem fracionaria € uma

solucdo em série, um teste de convergéncia em série € apropriado. A Figura 17 mostra a
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convergéncia numérica das solugdes propostas para a concentragdo ao nivel do solo nas
distancias de 500, 800, 1000 e 1500 m em funcdo do nimero de termos da série, usando a
velocidade do vento Uuis, @ =0.98 e ¢ =1m.

Figura 17: Teste de convergéncia dos modelos: a) solucdo usando Caputo; b) solucdo usando derivadas
conformaveis.
(b)

——x =500m
- ---x=800m ----x=800m

number of terms number of terms
Fonte: autoria prépria

Pode-se observar uma rapida convergéncia das solu¢des usando o método LDM. No
entanto, para distancias mais proximas da fonte sdo necessarios mais termos na série. Além
disto, nota-se também a semelhanca entre as duas solu¢des devido aos dados de entrada
utilizados nas simulacgdes.

A solucdo via Caputo dada pela Eq. (143) contém a funcdo de Mittag-Leffler e, na solucéo
via conformaveis, dada pela Eq. (156), aparece uma funcdo exponencial. Embora seja
conhecido que a funcgdo exponencial seja um caso particular da funcdo de Mittag-Leffler (o =1
), é interessante uma analise comparativa do comportamento de cada uma delas em funcéo dos

pardmetros o e ¢. Para o pardmetro fracionario nas situagdes fisicas tipicas o ‘‘nivel de

fractalidade’’ € baixo, i.e., a ordem das derivadas fracionarias dos termos correspondentes das
equacdes levemente dindmicas derivadas de um valor inteiro n (nesse caso n = 1) (Tarasov and

Zaslavsky, 2006). Para o pardmetro de escala de comprimento ¢ tem-se a alternativa sugerida

no trabalho de He (2018), na qual a estimativa deste parametro vem da anélise de uma derivada
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fractal (derivada local), sugerindo uma constante com dimenséo de comprimento (L) da ordem
da menor escala fractal do meio. Assim, apesar de somente a derivada conforméavel ser uma
derivada local, considera-se dois valores para esta constante para uma analise de sua influéncia:
uma com um valor de 1 m (ou muito préximo de 1 m devido a baixa fracionalidade) e 10° m
que representa a menor escala da turbuléncia na atmosfera (dimensdo fractal). De uma
macroescala, na qual a energia é fornecida aos vartices, a uma microescala de Kolmogorov, na
qual a energia € dissipada pela viscosidade (Colin et al., 2017). Neste sentido, inicialmente é

feita uma andlise de sensibilidade dos parametros a e ¢, tomando por simplicidade as

seguintes equacdes provenientes das solucdes obtidas neste estudo:

3 v D(a+1) .
Al=E, (—(p mx J (210)
A2 = exp(—(pl'“ (;:1)] (211)

A Figura 18 mostra o comportamento das fungdes de Mittag-Leffler (A1) e exponencial (A2)

em funcéo da distancia da fonte.
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Figura 18. Comparacdo entre as funcdes de Mittag-Leffler (A1) e a exponencial (A2): a) Mittag Leffler com

@ =1 m ; b) exponencial com @ =1 m; ¢) Mittag-Leffler com @ =10 m; d) exponencial com ¢ =107 m.
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Em todas as figuras pode-se observar que as solucdes tendem a ser idénticas quando o

parametro fracionario se aproxima da unidade, com um comportamento fisicamente bastante

consistente na Fig. (18a) com os voos de Levi (Dos Santos, 2019). As Figuras (18c) e (18d)

apresentam um comportamento n&o consistente para ¢ =10~ m com um parametro fracionario

muito pequeno. No entanto, com valores de « proximos da unidade o comportamento pode ser

representativo (acima de 0.90).

A Figura 19 mostra como as concentracfes de poluentes simuladas usando as Egs. (143) e

(156) em fungdo da distancia da fonte para diferentes valores do parametro fracionario o,

tomando @=1 m e ¢=10" m, e velocidades Uip e U1is com dados do experimento de

Copenhagen.
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Figura 19: Concentracéo em fungéo da distancia da fonte para diferentes valoresde & :a) ¢ =1 me Uuss;

b) (p=1 meUlo; C) ¢:lO‘3meU115; d) g0:10_3me Uio.
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Observa-se nas figuras que as solugdes sdo idénticas para ¢ = 1 e a = 0.98 (cores
sobrepostas), com tendéncia de afastamento das solugdes para valores menores. Salienta-se
também que as Figuras (19c) e (19d), as quais usam ¢ =10"*m, mostram uma alteracdo maior
na posicdo do pico de concentracdo (mas praticamente ndo alteram o seu valor maximo),
sugerindo uma advecgdo mais intensa. Observa-se também que o pico de concentragdo é maior
para Us1o, 0 que é esperado pois velocidade do vento menor resulta em uma maior concentracgéo.
Importante salientar que na Figura (19c), na regido proxima a fonte (distancias menores que
500 m), surgiu um comportamento de crescimento da concentragdo a medida que decresce a
distancia da fonte (¢ =0.90 e ¢ =10~ m), indicando o aparecimento de inconsisténcias fisicas.
E importante ressaltar que os experimentos de Copenhagen envolvem medicdes de

concentracdo em distancias de aproximadamente 2-6 km, uma faixa dentro da qual ha
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consideravel similaridade no comportamento das curvas para este intervalo, mas com diferencas
consideraveis em termos de valores de concentracgéo.

Uma avaliacdo estatistica das simulages realizadas utilizando o modelo e comparadas com
os dados experimentais 3-D de Copenhagen, foi realizada para avaliar a influéncia dos
parametros e comparar os resultados do modelo com resultados obtidos de outros modelos
descritos na literatura. O procedimento de avaliagdo estatistica descrito por Hanna (1989) foi

usado e contou com 0s seguintes parametros:

NMSE (normalised mean square error) = (C0 —Cp)2 /ICC,,

p~o

FAT2 = fraction of data for which 0.5<(C,C,)<2,

COR (correlation coefficient) = (Co —C_O)(Cp —C_p)/aoap ,
FB (fractional bias) = C, ~C_ / 0-5(50 + C_p) , and
FS (fractional standard deviation) = (o, -, )/0.5(c, +0o,)

Onde os indices o e p referem-se a quantidades observadas e previstas pelo modelo,
respectivamente, e as barras acima dos simbolos indicam valores médios. O pardmetro FB
indica se os valores previstos subestimam ou superestimam os valores observados. O parametro
NMSE reflete a dispersao dos valores previstos em relacdo a dispersdo dos valores medidos.
Os melhores resultados séo alcancados quando os valores de NMSE, FB e FS estdo proximos
de zero e os valores de COR e FAT2 estéo proximos de um.

Considerando-se que nos experimentos de Copenhagen foram usadas as velocidades do
vento medidas em duas alturas distintas, 10 m (U1o) e 115 m (Uuss), foi possivel analisar como
as solucdes obtidas sdo influenciadas pela altura em que a velocidade do vento é medida. Neste
sentido, as Tabelas 2 e 3 a seguir mostram uma avaliacdo estatistica utilizando-se as Eqs. (143)

e (156), respectivamente, para diferentes valores do pardmetro fracionario « , considerando-se



o parametro dimensional ¢ =102 me ¢ =1 m e velocidades do vento Uio & U11s.

Tabela 2: indices estatisticos para a solugdo via Caputo.
Eq. (30) | NMSE | COR | FAT2 | FB | FS

«=100| 011 | 090 | 091 | 0.09 | 0.14
«=099 | 010 | 090 | 091 | 0.02 | 0.00
«=098 | 012 | 090 | 0.83 |-0.13|-0.11
Uus  |«=097 | 018 | 0.90 | 0.83 |-0.24 | -0.23
9=10°m | @=0.96 | 0.28 | 0.91 | 078 | -035 | -033
«=095| 041 | 091 | 0.78 |-0.46 | -0.43

«=094| 056 | 091 | 0.65 |-056 |-053
«=093| 075 | 092 | 0.61 |-0.65|-0.61
«=092| 096 | 092 | 039 |-0.74 | -0.69
«=091| 119 | 093 | 022 |-0.82|-0.76
«=090 | 144 | 093 | 0.04 |-0.89 |-0.82

«=100| 022 | 087 | 091 | 0.19 | 0.43
«=099 | 016 | 089 | 091 | 0.13 | 0.38
«=098 | 011 | 091 | 0.87 | 0.06 | 0.32
Uo |a=097| 009 | 092 | 083 |-0.03| 0.24
9=10°m [®=096 | 008 | 093 | 083 |-0.11| 012
«=095| 010 | 092 | 083 |-0.19 | 0.0

a=094| 016 | 093 | 083 |-0.29 |-0.11
«=093| 025 | 093 | 0.78 |-039 | -0.24
a=092| 039 | 092 | 0.70 |-0.49 |-0.37
a=091| 057 | 092 | 056 |-0.59 |-0.49
«=090 | 080 | 092 | 056 |-0.69 |-0.61

a=100| 011 | 090 | 091 | 0.09 | 0.14
a=099| 010 | 090 | 091 | 0.03 | 0.07
=098 | 010 | 090 | 0.91 |-0.03 | 0.00

Uus =097 | 011 | 090 | 0.87 | -0.09 | -0.06
p=1m |a=09 | 013 | 090 | 0.82 |-0.15|-0.12
a=095| 016 | 090 | 0.82 |-0.22 | -0.18
a=094| 020 | 091 | 082 |-0.28|-0.24
a=093| 025 | 091 | 082 |-0.34|-0.30
a=092| 031 | 091 | 0.78 |-0.39 | -0.35
a=091| 038 | 092 | 0.78 | -0.45]|-0.41
a=090| 046 | 092 | 0.74 | -0.50 | -0.46

a=1.00| 022 | 087 | 091 | 0.19 | 0.43
=099 | 019 | 088 | 091 | 0.16 | 0.41
=098 | 015 | 089 | 091 | 0.11 | 0.38

U1o =097 | 013 | 090 | 0.87 | 0.08 | 0.33
p=1m |a=09 | 010 | 091 | 083 | 0.03 | 0.29
a=095| 009 | 092 | 083 |-0.01| 0.24
a=094| 008 | 092 | 0.83 |-0.06 | 0.19
a=093| 010 | 091 | 0.78 | -0.13 | 0.16
a=092| 009 | 092 | 083 |-0.14 | 0.15
a=091| 010 | 093 | 0.83 |-0.21| 0.01
a=090| 013 | 093 | 0.83 |-0.26 | -0.05
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Tabela 3: indices estatisticos para a solugéo via derivada conformavel.

Eq(43) | NMSE | COR [FAT2 [ FB | FS
«=100| 011 | 090 | 091 | 0.09 | 0.14

«=099 | 010 | 090 | 091 |-0.01| 0.02

«=098 | 012 | 090 | 087 |-0.11|-0.01

Uss | a=097| 017 | 090 | 0.83 |-0.22 | -0.21
¢=102m [®=096 | 026 | 090 | 0.83 |-0.32|-031
«=095| 037 | 090 | 0.78 | -0.42 | -0.41

«=094 | 051 | 091 | 070 | -0.52 | -0.51

«=093 | 0.69 | 091 | 061 |-061|-0.59

«=092| 088 | 092 | 052 |-0.70 | -0.67

«=091 | 1.09 | 092 | 030 |-0.78 | -0.74

«=090 | 132 | 093 | 022 |-0.85|-0.80

«=100| 022 |087 | 091 | 019 | 0.43

«=099 | 017 | 089 | 091 | 0.14 | 0.40

«=098 | 013 | 091 | 0.87 | 0.08 | 0.34

«=097 | 009 | 092 | 083 | 001 | 0.27

Uno «=096 | 008 | 092 | 083 |-0.06| 0.18
@=103m [®=095 | 008 | 092 | 0.83 |-0.14 | 007
«=094 | 012 [ 092 | 0.83 |-0.23 | -0.04

«=093 | 019 | 092 | 083 |-0.32|-0.17

«=092| 030 | 092 | 078 |-042|-0.29

«=091 | 044 | 091 | 070 |-051 |-0.42

«=090 | 0.63 | 091 | 061 |-0.61 |-054

«=100| 011 | 090 | 091 | 0.09 | 0.14

«=099 | 010 | 090 | 091 | 0.04 | 0.08

«=098 | 010 | 090 | 091 |-0.01 | 0.02

«=097 | 010 | 090 | 0.87 |-0.06 | -0.04

Uuss | =096 | 012 | 090 | 083 |-0.12 | -0.10
p=1m |«=095| 014 | 090 | 0.83 |-0.17 |-0.16
«=094 | 017 | 090 | 083 |-0.23|-0.21

«=093 | 021 | 090 | 083 |-0.28 |-0.26

«=092| 026 | 090 | 083 |-0.33|-0.32

«=091 | 032 | 091 | 078 |-0.38|-0.37

«=090 | 038 | 091 | 0.78 | -0.44 | -0.42

«=100| 022 | 087 | 091 | 0.19 | 0.43

«=099 | 019 | 087 | 091 | 0.16 | 0.41

«=098 | 017 | 089 | 091 | 0.14 | 0.39

«=097 | 015 | 090 | 091 | 0.11 | 0.37

Uno €=096 | 012 | 091 | 087 | 0.07 | 0.34
p=1m |a=095| 011 | 001 | 0.83 | 0.04 | 031
«=094 | 009 |092| 083 | 000 | 0.27

«=093 | 008 |092| 083 |-0.03| 022

«=092| 008 | 092 | 083 |-0.07| 017

«=091| 008 | 092 | 083 |-0.11 | 0.12

«=090 | 009 | 092 | 083 |-0.16 | 0.07

Para a solucdo via Caputo dada pela Eq. (133), as simulagdes com Uzss,

p=1me a =0.98

conseguiram obter os melhores resultados estatisticos. Por outro lado, usando as derivadas

conforméveis dada pela Eq. (146) com Uus, ¢ =10"m e « = 0.99 os resultados sdo muito
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similares. Os piores resultados séo obtidos para uma velocidade do vento de Ui e U115 quando
usam ¢ =10"°m em ambas as solugGes, apresentando uma tendéncia de diminuir rapidamente

o0 valor do FAT2 com o decréscimo do pardmetro fracionario « . No entanto, para valores de
o préximos da unidade os resultados sdo comparaveis.

Os resultados obtidos com outros modelos sdo apresentados para comparacdo. O modelo 2
¢ a técnica multicamada de difusdo-adveccdo integral generalizada (GIAMDT) com
difusividades de vortice dependente das variaveis x e z (turbuléncia ndo homogénea na direcédo
vertical), mas usando uma média para a difusividade de vortice na dire¢do x e uma velocidade
do vento U com um perfil de similaridade (Costa et al., 2006). O modelo 3 é a técnica da
transformada de Laplace integral generalizada (GILTT) (Moreira et al., 2009), também com
difusividade de redemoinho que é dependente da direcdo vertical z mas com uma funcéo
gaussiana aplicada na direcdo y (o parametro de dispersdo lateral utilizado vem da teoria
estatistica de Taylor e é dependente da altura do PBL, h, e da velocidade convectiva) e com um
perfil de velocidade do vento U seguindo uma lei de poténcia. O Modelo 4 é uma combinac¢éo
dos métodos GITT e LDM para obter a solucdo analitica da equacdo de advec¢do-difusdo

fracionada 3D (Moreira et al., 2019).

Table 4: Valores dos parametros obtidos na avaliacdo estatistica dos modelos considerados.

Dispersion model NMSE | COR | FAT2 | FB FS
Model 1 (Ui1s) Full LDM (Caputo) 0.10 090 | 091 |- 0.00
Full LDM (Conformable) 0.10 0.90 091 |0.03 |0.01
0.01
Model 2 (U similarity) | GIADMT (Costa et al., 2006) 0.15 0.87 [ 096 |0.01 |0.09
Model 3 (U power GILTT (Moreira et al., 2009) 0.33 0.80 | 0.87 |0.28 | 0.09
law)
Model 4 (U1) GITT + LDM (Moreira et al., 0.08 094 | 096 |- -
2019) 0.01 |0.11

A tabela 4 mostra que 0 modelo proposto neste artigo (Modelo 1: Full LDM) e 0 Modelo 4

apresentam seus melhores resultados, em relagdo aos outros modelos mais complexos
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considerados, para @ = 0.98 e Uiis e para a = 0.95 e Ui, respectivamente (ambos usando

@ =1 m). Para esses valores, 0 Modelo 4 produz 0 NMSE mais baixo (0.08) e 0 FAT2 mais

alto (0.96), e 0 NMSE do Modelo 1 (0.10) e FAT 2 (0.91). Estatisticamente, os modelos 1 e 4
sdo muito similares. O fato de os parametros fisicos ndo dependerem explicitamente da variavel
z, que é influenciada pela superficie da terra, ndo afeta 0 método de solucéo proposto, pois a
variacdo compensa a falta de turbuléncia ndo homogénea na direcdo vertical. e sdo modelos
mais complexos em relacdo a sua base subjacente e implementacdo computacional. O modelo
proposto nesse artigo € mais simples e de facil implementacdo, e sua natureza analitica explicita

de seus parametros fisicos.
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Capitulo 5
5.1 Conclusdes:

Neste trabalho, a modelagem fracionaria para equacbes diferenciais, foi aplicada a
problemas de geociéncias. A eficiéncia e a aplicabilidade foram verificadas de forma simples,
porém em importantes problemas da area. Gradativamente, esta modelagem foi sendo testada e
problemas como a localidade e a dimensdo foram discutidos e solucGes foram apresentadas.
Também uma comparacdo entre dois métodos de resolucdo para as equacdes diferenciais: i)
Caputo; ii) Conformaveis, foram comparados e conclusdes importantes foram descritas.

No primeiro caso (o problema da fonte pontual), a existéncia de uma regido de
convergéncia mais rapida foi observada para situacbes em que a distancia entre o ponto de
medicdo e a fonte do campo magnético era muito maior do que a profundidade da agua (r >>
z). Este fato deve-se a condi¢do inicial, pois para r = 0 0 campo magnético(H) tende ao infinito.
Para este caso, duas situacdes foram resolvidas: (i) resistividade constante, e (ii) resistividade,
variando com a profundidade. Ambas as situagdes foram resolvidas analiticamente, mostrando
a eficiéncia do método LDM. Além disso, a sensibilidade aos parametros a e b foram
investigados, e a influéncia desses nas solugdes foi claramente observada.

No segundo caso (o problema da onda plana, que é um problema basico, no qual muitos
métodos eletromagneéticos sdo espelhados), a série obtida possuia uma solucdo fechada. Ao
modelar a equacdo de ordem inteira, a solucdo da série converge para uma funcao exponencial,
e a modelagem fracionaria para a funcdo Mittag-Leffler, o que é intrinseco aos problemas de
calculo fracionario. A utilizacdo de modelagem fracionaria em geofisica abre muitas
possibilidades para novas pesquisas em torno dos problemas de inversédo, com o potencial de
alcancar uma melhor compreenséo da sensibilidade dos parametros.

Neste ponto, € importante mencionar que o Método de Decomposicdo de Adomian
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Modificado é uma ferramenta poderosa que € capaz de lidar com equacdes diferenciais parciais
fracionarias ndo lineares. Neste trabalho, pela primeira vez, este método foi aplicado com
sucesso a equacgdes geofisicas basicas. Isto foi notado, uma vez que o esquema encontrou as
solucBes sem qualquer discretizacdo ou suposi¢es restritivas, além de que estava livre de erros
de arredondamento.

J& no terceiro caso, observa-se nos resultados que se pode obter uma solu¢do mais geral,
utilizando-se a modelagem fracionaria. Em alguns trabalhos, as solu¢bes com a modelagem
inteira e a modelagem fracionaria ja foram confrontadas . Neste trabalho, foi utilizada a onda
eletromagnética, mas qualquer fendmeno que recaia em uma equacdo diferencial pode ser
modelada desta forma. Uma relacdo entre os pardmetros do meio com 0 a da equacao
diferencial pode ser determinada. Esta relacdo pode ser utilizada para uma possivel analise de
composi¢do do meio, trazendo assim, com no capitulo 4, um reforco para a nova possibilidade
de problemas em inversdo, presentes em todos os ramos da ciéncia, tais como geofisica,
medicina, fisica, quimica e engenharias.

Para continuacdo desta investigacdo, pode-se procurar também uma relagdo entre 0 b
(nimero de onda) e o )/, que representa o0 expoente da exponencial responsavel pelo

amortecimento. Desta forma, é estabelecido uma expressdao mais geral para o expoente de
amortecimento da onda eletromagnética. Além disso, uma melhoria na modelagem pode ser
acrescentada em trabalhos futuros, ja que quando é feita a modelagem fracionaria surge um
problema de dimensdo. Importante dizer que na modelagem fracionaria o expoente fracionario
foi colocado somente na derivada, como é feito na maioria dos trabalhos da literatura, sendo
que isso faz permanecer a relacdo w = fc, mantendo a possibilidade de todas as sugestoes de

valores deste trabalho.

Para o caso da equacdo difuséo e advecgéo, este trabalho propds resolver analiticamente a



100

equacdo de difusdo-adveccdo 3D fracionéria (steady state) utilizando o método LDM,
considerando a definicdo de derivada fracionéria de Caputo e a derivada conforméavel. A
derivada conformavel transforma uma derivada fracionaria em uma derivada de ordem inteira,
a qual, diferentemente das derivadas fracionarias tradicionais, obedece a todas as regras
tradicionais do calculo. Do ponto de vista tedrico, esta transformacao perde o carater ndo-local
(efeito de memdria) introduzido pela derivada fracionéria, o qual normalmente é introduzido
nos problemas atmosféricos no coeficiente de difusdo dependente da distancia da fonte, mas
tem o ganho da introducdo de um pardmetro fracionario na equacdo e obediéncia as bem
conhecidas regras do célculo tradicional.

As solugdes obtidas ndo sdo idénticas, sendo que a proveniente da derivada de Caputo (ndo-
local) é representada pela fungdo de Mittag-Leffler, intrinsica as derivadas fracionarias, e a
proveniente da derivada Conforméavel (local) gera uma funcdo exponencial. As duas solu¢des
sO sdo idénticas quando for de ordem inteira (a= 1). Considerando-se o tradicional
experimento de Copenhagen, o qual é considerado moderadamente convectivo, percebe-se que
as concentracdes dos poluentes coletados ao nivel do solo ndo apresentaram diferencas
significativas com a utilizacdo de ambas as solucdes propostas neste estudo em condicdes de
baixa fracionalidade, ou seja, para valores préximos da unidade. Da mesma forma, a constante
de dimensionalidade se torna importante somente quando a solucdo perde a sua baixa
fracionalidade, ou seja, valores pequenos do parametro fracionario, podendo ser usada a

dimenséo de 1 m para a constante de dimensionalidade ¢ , sem perda de generalidade.

No futuro, pretende-se obter a solu¢do da equagdo de adveccdo-difusdo com parametros
fracionarios em termos difusivos, tendo em mente que a modelagem fracionaria generaliza o
processo de solucdo e que até recentemente ndo seria possivel utiliza-la na solugéo de problemas

praticos de engenharia e fisica atmosférica.
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