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Resumo

A teoria dos processos estocasticos permite a construcdo de modelos que, sob certas
restricoes, podem descrever a evolucdo de sistemas dindmicos complexos. Em geral,
propriedades como auto-similaridade, correlacdes de longo alcance, criticalidade auto-
organizada, entre outros, estdo associados a uma dinamica estocastica de natureza nao-
markoviana, caracterizada por densidades de probabilidade que correspondem a distri-
buicdes do tipo “cauda longa” mesmo para o regime estacionario, este altimo associado a
um estado de equilibrio dinamico do sistema. O trabalho de tese consistiu na proposigao
de uma modelagem fisica para sistemas ou processos estocasticos que é aplicavel a casos
ndo-markovianos. Basicamente, foram propostas equacdes de continuidade capazes de
descrever a evolucdo dindmica da densidade de probabilidade associada a variavel esto-
castica. Neste contexto, as densidades de probabilidade emergentes do formalismo sdo
solucoes de equacoes nao-lineares de Fokker-Planck que, para o regime estacionério,
maximizam formas entrépicas nao-aditivas, especificamente a entropia de Tsallis.
Foram elaborados modelos para: Difusividade em liquidos superesfriados — o desvio de
linearidade para o ajuste de Arrhenius, quando mensurada experimentalmente a depen-
déncia do coeficiente de difusdo como a temperatura, emerge como um resultado natural
do modelo proposto que, por sua vez, contém o comportamento classico como um caso li-
mite; Cinética Quimica — a partir de um modelo de reacéo-difusao, correspondente a uma
equacdo nao-linear de Fokker-Planck, é proposta uma abordagem alternativa para a Ci-
nética Quimica, onde resultados classicos (taxa de reacdo, constante de equilibrio e lei de
Arrhenius) sdo obtidos, e uma generalizacdo para o ajuste de Arrhenius é evidenciada;
Corrosdo localizada ou "pitting”"em dutos — a analise de dados experimentais sugere um
comportamento do tipo cauda longa para distribuicées de profundidade de pites, que é
explicado a partir de um modelo de reagao-difusdo ndo-markoviano; Fontes césmicas de
raios X — distribuicdes de intensidade de raios X para diferentes fontes césmicas obede-

cem a distribuicdo q-gaussiana sendo o indice entrépico, na média, universal.

Palavras-Chave: nao-markoviana, Fokker-Planck, nao-aditivas, entropia de Tsallis, Ar-
rhenius, pitting, raios X.



Abstract

The dynamic of complex system has been modelling by the theory of stochastic process.
In general, properties such as self-similarity, long range correlations, self-organized criti-
cality, among others; they produce a non- Markov stochastic dynamic, whose probability
density are characterized by long tail distributions, even for the its stationary state. It
was associated with a state of dynamic equilibrium of the system. The work propose
a physical system modelling whose stochastic dynamics comes from features of a non-
Markov process, that culminate in the proposition of continuity equation for the proba-
bility density, that is associated with random variable that it characterizes the stochastic
process under study. In this context, the densities of emerging formalism likely are solu-
tions of the nonlinear equations of Fokker-Planck that, for the steady, maximizes non-
additive entropic forms, specifically the entropy of Tsallis. Models have been cons-
tructed for the following issues: Diffusivity in liquids in supercooled states — where the
linearity deviation for adjusting Arrhenius, when it experimentally measured depen-
dence of the diffusion coefficient as temperature, it emerges as a natural product of the
model that, in turn, contains the classic behavior as a limiting case; Chemical Kinectics —
from a reaction-diffusion model, it corresponding to a non-linear Fokker-Planck equation,
we propose an alternative approach to chemical kinetics where classical results (reaction
rate, equilibrium constant and Arrhenius law) are obtained, and a generalization to the
Arrhenius it is evidenced; Pitting in ducts — the experimental data analysis suggests a
behavior long tail type for deep pits distributions, which it is explained from a reaction-
diffusion model non-Markov; Cosmic X-ray sources — x-ray intensity distributions for
cosmic sources obey the distribution q-Gaussian and the entropic index present an uni-
versal behavior.

Key-words: non-Markov, Fokker-Planck, non-additive, entropy of Tsallis, Arrhenius,
pitting, X-ray.

ii



Sumario

1 Introducao

1.1 Sistemas dindmicos complexos . . . . . .. . ... ...
1.2 Revisao bibliografica . . . . . ... ... ... ... ... ... ...
1.3 ObjetivosdaTese . . . . . . . . . . .
1.3.1 ObjetivoGeral . ... ... ... ... . ... . ... .
1.3.2 Objetivos Especificos . ... ... ... ... ... . .. . . . . . . ...,
1.4 Organizacdodatese . . .. ... ... ... .

Fundamentacao Teodrica

2.1 Dinamica Estocastica . . ... ... ... .. ...
2.1.1 AequacdodeLangevin . ... .......... ... ... ... .....
2.1.2 Processos de Markov e a equacédo de Fokker-Planck . . . . . ... ...
2.1.3 Processos ndo-lineares de Markov . ... .................

2.2 A Mecanica Estatistica Nao-Extensiva . . . ... ... ..............
2.2.1 Entropia de Boltzmann-Gibbs . . . . . ... ... ... ... ... .. ..
2.2.2 AEntropiadeTsallis . .. .............. . ... ........

2.3 Modelos Estocasticos Nao-Aditivos . . . ... ... ... .............
2.3.1 Q-entropiae EFPnéolinear . . ... ... ... ..............
2.3.2 Modelagem Fisica . . ... ... ...... ... . ... ... . ......

3 Aplicacoes e Resultados

3.1 Difusividade em liquidos superesfriados . . . . . . ... ... ... .......
3.1.1 LeideArrhenius . ... ... ... ..... ... . ... ...
3.1.2 Liquidos superesfriados e transicao vitrea . . ... ... ........
3.1.3 Comportamento ndo-Arrhenius para a difusividade . . . . . ... ...
3.1.4 Modelo difusivo para liquidos superesfriados . . . . . ... ... ....
3.1.5 Aplicagdes . . . . . . . . e e e e e e
3.1.6 DiSCusSa0 . . . . v i e e e e e e

3.2 Uma visdo alternativa para a Cinética Quimica . . ... ............
3.2.1 Taxa de reacéo e equacéo de reagao-difuséo. . . . .. ... ... ....
3.2.2 [EFP néo linear para processos de reacdo-difusao . ...........
3.2.3 Aplicagoes . . . . . . . .
3.24 DisSCUuSSE0 . . . . . . i e e e e e e

3.3 Comportamento ndo-markoviano para corrosio localizada em dutos . . . . .
3.3.1 Introducdo . ... ... ... ... .. ...
3.3.2 Corrosao por pites ("Pitting") . ... ..... ... ... .. .......
3.3.3 Dinémica estocasticadoPitting . . . . ... .. ... ... ........
3.34 Basededados ... ..... ... ...
3.3.5 A distribuicdo Q-gaussiana . . ... ... ... ... .. .. .......
3.3.6 Analisedosdados . ... ............. . . .. . ... ... ...
3.3.7 Modelo estocastico . . . .. ... ... ... ... .. ... ... ...
3.3.8 Discussao . . . . .. e e

3.4 Nao-extensividade em sistemas astrofisicos . . . . ... ... ... .......
3.4.1 FontescéosmicasderaiosX . . ... ... ... ... ... ...
3.4.2 Satélite Rossi X-ray Timing Explorer (RXTE) . ... ... ... ....

iii



SUMARIO SUMARIO
3.4.3 Propriedades estocasticas em curvas de luz de raios X . ... ... .. 55

3.4.4 Analisedosdados . ... .......... ... . . .. . ... ... ... 56

3.4.5 Analisedaqg-entropia . ... ........ ... ... .. ... ...... 57

3.4.6 Discusso . . . .. . . . .. e e e 59

4 Conclusao 60
4.1 Resultados . . . . . . . . . . . e e 60
4.2 Limitagdes . . . . . . . . e e e e e e e e 61
4.3 Perspectivas Futuras . .. ... ... ... .. ... ... ... . 62
Referéncias 63

iv



Lista de Figuras

21

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

Simulacao da distribuicdo q-gaussiana, dada pela equacao 2.64, para dife-
rentes indices entrépicos q. Foram atribuidos os valores A=B=1ex9=0.. 23

Diagrama de fase de uma substancia que apresenta transicdo vitrea. A
linha em vermelho indica a curva de cristalizacéo e as linhas em preto evi-
denciam a dependéncia da temperatura de transicao vitrea com a taxa de
resfriamento. . . . . . ... ... 30
Em (a), resultados experimentais para a medida de difusividade em liqui-
dos superesfriados (quadrados abertos). A linha em verde corresponde ao
modelo usual de Arrhenius. A linha em vermelho corresponde ao ajuste do
modelo proposto (equacao 3.9), para os dados de liquidos superesfriados e
permeacao do Kr. Em (b), simulacido da energia de ativacdo como funcéo da
temperatura, usando a equacdo 3.10. . ... ... ... ... ... .. ... .. 34
Ajuste do modelo generalizado para a difusividade obtida da permeacio do
Kr em camadas de diferentes composicoes de metanol/etanol. Os pontos
representam dados experimentais e as linhas continuas o ajuste do modelo

Proposto. . . . . . e e e e e e e e e e e 35
Em (a) corroséo por pite na face interna de um duto e em (b) falha causada
por este tipo de corroséo. Fonte: http:/www.ryscocorrosion.com/gallery/ . . . 45
Representacio dos principais tipos de pites segundo a classificacdo proposta
pela ASTM (imagem adaptada do relatério original). . . ... ... ... ... 46

Distribuicdo das profundidades dos pontos de corrosdao ao longo de uma
secdo de 150 metros de uma linha de servico de agua. Cada patamar ob-
servado no grafico corresponde a uma inspecdao por PIG MFL. As quatro
inspecoes foram realizadas ao longode dozeanos. . . . ... ... ....... 48
Distribuicéo de profundidade para os pites de corrosdao no duto apés trés
anos de servico. Os pontos representam os dados experimentais e curva
continua é um ajuste linear. O ajuste sugere que a distribuicéo é caracteri-
zada poruma leidepoténcia. . ... ... ... ... ... .. ... . ..., 49
Distribuicdo das profundidades dos pites apds (a) seis, (b) nove e (c) doze
anos de servico. Os pontos representam os dados experimentais, a linha
cinza o ajuste da distribuicdo gaussiana e a curva em preto o ajuste da
distribuicdo q-gaussiana. Para dltima, 1,63 < g < 2,15 e o coeficiente de Pe-
arson R =0,99. Os parametros ANOVA para as distribuicées q-gaussianas
séo (a) F =5348,12 e Prob-r =0, (b) F =4780,17 e Prob-r =59710,12, (c)

F =2584,03 e Prob-p=51310,11. . ... ... ... .. ... .. ...... 50
Concepcéo artistica de sistema binario onde ocorre a formacédo de um disco
de acrecao. Fonte: http://en.wikipedia.org/wiki/Astrosat . ... ... ... .. 53

3.10 Em (a), foto do RXTE, durante o processo de montagem. Em (b), imagem

em cores falsas do jato de raios X emanado do centro da galaxia Centaurus
A .Fonte: http:/heasarc.gsfc.nasa.gov/docs/xte . . . . ... ... ... ...... 55

3.11 Ajuste da g-gaussiana para a supernova remanescente Puppis A. Os circu-

los representam o histograma da intensidade de raio-X, a curva em preto é
a g-gaussiana ajustada e a curva em cinza corresponde ao ajuste da distri-
buicdo de Gauss. O indice entrépico obtidoé ¢=1,34.. . . ... ... ..... 57



LISTA DE FIGURAS LISTA DE FIGURAS

3.12 Valores médios e respectivas flutuacées dos indices entrépicos para os dife-
rentes sistemas astrofisicos estudados. . . . . . ... ... ... L. 58

3.13 Grafico da g-entropia em funcido do indice entropico para todas as fontes
astrofisicas estudadas. Os simbolos correspondem aos valores de % calcu-
lados a partir do nosso banco de dados. A linha continua corresponde ao
ajuste linear dosdados. . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... .. 58

vi



Lista de Siglas

PPGMCTI ...

Programa de Pés-graduacédo em Modelagem Computacional e Tecnologia Industrial
World Wide Web

Large Hardrons Colisor

Equacéo de Fokker-Planck

Actived Galaxy Nucleon

National Aeronautics and Space Administration
Rossi X-ray Time Explorer

All Sky Monitor

Analysis of Variance

American Society for Testing and Materials
Pipeline Inspection Gauge

Magnetic Flux Leakage

Power Water Reactor

Eletric Power Research Institute

vii



| Capitulo U0 ——

Introducao

1. Sistemas dinamicos complexos

Sistema é um conjunto de unidades, concretas ou abstratas, interconectadas e
interagentes funcionando como um todo organizado e que sédo capazes de produzir uma
propriedade emergente, ou seja, uma resposta coletiva. Esta definicdo tem um carater
genérico e abrange as mais diversas areas do conhecimento, tais como a Fisica, Quimica,
Engenharias, Biologia, Ciéncias Sociais, entre outras. Geralmente, a resposta coletiva se
traduz por meio de grandezas globais que caracterizam completamente o sistema e que
séo consequéncias das interacdes entre as unidade que o compde. Por exemplo, a pres-
sdo interna de um gas resulta das colisées moleculares com a parede do recipiente que
o contém e a sua temperatura é proporcional a média estatistica da energia cinética por
molécula. O estado do sistema é completamente caracterizado quando sdo atribuidos va-
lores a um determinado conjunto de grandezas globais. Caso o estado varie com o tempo
o sistema é dito dindmico.

Quando a resposta coletiva corresponde a superposicao de efeitos locais é possivel
modelar o sistema dindmico a partir de uma teoria reducionista’, a exemplo do mecani-
cismo presente no campo da Fisica, para a qual o comportamento do todo é uma con-
sequéncia natural de suas partes vistas isoladamente. No entanto, ha uma vasta gama
de sistemas que estao submetidos a interacoes locais cuja a resposta coletiva gerada nao
pode ser descrita em termos de um principio de superposicéo linear? e, portanto, fogem
ao escopo de uma teoria reducionista. Sistemas dinamicos que se enquadram no segundo
caso siao denominados complexos.

Sistemas dinamicos complexos apresentam uma variedade de propriedades, nem

10 conceito elementar do reducionismo é que "o todo é conjunto das suas partes”. Desse modo, o estudo das propri-
edades de um sistema a partir das propriedades de seus constituintes basicos, a explica¢do de um fendmeno natural
através de alguns poucos principios de uma teoria cientifica, ou mesmo a crenca de que todos os fendmenos da natureza
podem ser explicados cientificamente, constituem idéias reducionistas.

2A complexidade pode surgir quando as interacdes locais sdo nao-lineares ou, por outro lado, quando a resposta
coletiva é néo-linear, apesar das interagdes locais serem lineares.
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sempre comuns, dentre as quais pode-se destacar as seguintes: [1]:

e E composto por um ndmero muito grande de unidades interagentes, onde
cada unidade interage localmente acessando apenas um pequena porcdo do
sistema. Geralmente, o sistema € aberto interagindo com o ambiente externo.

* Caos: Interacoes locais nao-lineares induzem o sistema complexo a instabi-
lidade dindmica, traduzida em termos de um comportamento imprevisivel e
sensivel as condigoes iniciais: dois processos gerados por condic¢oes iniciais li-
geiramente diferentes conduzem a estados completamente distintos apés um
tempo suficientemente longo.

* Auto-similaridade: A medida de uma propriedade em parte do sistema é se-
melhante, ou mesmo igual, 8 medida da mesma propriedade para o sistema
como um todo. A auto-similaridade implica que a propriedade em questéao é
invariante por escala e obedece a uma lei de poténcia caracteristica. Neste
contexto, é possivel associar ao sistema uma geometria fractal [2], seja a sua
morfologia ou ao seu espaco de estados, onde a dimensao fractal corresponde
ao expoente da lei de poténcia.

¢ Criticalidade auto-organizada: Um estado é denominado critico quando ocorre
uma mudanca estrutural no sistema, a exemplo das transicdes de fase de 1*
ordem. No entanto, quando a criticalidade é atingida pela evolucédo esponta-
nea do sistema e nao pela regulacdo de um parametro de controle externo,
como a temperatura na ebulicdo da 4gua, tem-se entdo um estado critico auto-
organizado.

* Estocasticidade: A dinamica do sistema é nao-deterministica evoluindo alea-
toriamente com o passar do tempo. Isto implica que o estado atual nao é uma
consequéncia direta do estado anterior — quebra da causalidade.

* Correlacgoes de longo alcance: Para o estudo de sistemas dindmicos, a correla-
cao mensura a influéncia dos estados passados do sistema sobre a ocorréncia
de estados futuros, sem que isto implique em causalidade. No caso de siste-
mas complexos, esta influéncia tende a ser de longo prazo, tal como um efeito

de "memodria”, e por isso as correlacoes sdo ditas de longo alcance.
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A teoria dos processos estocasticos permite o estudo da evolucdo dinamica de
um sistema complexo, seja por meio de equacoes diferenciais estocasticas ou através de
equacoes de continuidade para as densidades de probabilidade caracteristicas do sistema.
Correlacoes de longo alcance e invariancia por escala inerentes ao comportamento do
sistema estdo, em geral, associadas a densidades de probabilidade (ou distribuicées de
probabilidade) do tipo cauda longa (do inglés "long tail") e isto ocorre mesmo para o re-
gime estacionario, quando o sistema converge para um estado de equilibrio — que pode
ser metaestavel. Nesta conjectura o processo estocastico é dito ndo-markoviano, ou seja,
ndo corresponde a um processo hierarquico de Markov — mais conhecido por cadeia de
Markov [3-6]. Entretanto, um formalismo alternativo permite a modelagem de proces-
sos ndo-markovianos [7,8]. Este baseia-se na proposicao de equacoes nao-lineares do tipo
Fokker-Planck associadas a cadeias nao-lineares de Markov e cujas solucoes definem den-
sidades de probabilidade generalizadas e que fogem a gaussianidade®.

Por outro lado, densidades de probabilidade do tipo cauda longa maximizam for-
mas entrépicas matematicamente nao-aditivas e que podem descrever sistemas cujo com-
portamento é ndo-extensivo, ou seja, o conceito termodinamico de sistema isolado néo se
aplica a tais sistemas. Tais formas entrépicas generalizam a entropia de Boltzmann-
Gibbs sobre a qual baseia-se a Mecdnica Estatistica [9,10] e dentre estas destaca-se a
entropia de Tsallis, que fundamenta a chamada Mecdnica Estatistica Nao-Extensiva®.
Este formalismo pode ser aplicado na construcédo de modelos capazes de descrever a di-

namica estocastica de sistemas complexos.

2. Revisao bibliografica

O estudo de equacdes de Fokker-Planck ndo-lineares consiste em um tema de pes-
quisa recente e em pleno desenvolvimento, tendo em vista sua aplicabilidade na modela-

gem de sistemas complexos e processos ndo-markovianos. Os trabalhos de Frank [7,8,11]

3A distribuicdo de Gauss ou gaussiana é tipica em processos aleatérios néo-correlacionados ou que apresentem
memoria de curto prazo, tal como um processo markoviano.

4Este termo tem sido amplamente divulgado na literatura especializada para designar a Estatistica de Tsallis,
apesar da forma entrépica de Tsallis ndo ser a tinica (e nem a primeira!) generalizacdo proposta para a entropia de
Boltzmann-Gibbs.
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fornecem o embasamento teérico necessario para a compreensao do tema. Sua aplicagao
tem sido explorada em diferentes areas de conhecimento, tais como cosmologia e astrofi-
sica [12, 13], neurociéncia [14, 15], entre outros.

Por sua vez, a Mecénica Estatistica Nao-Extensiva consiste em um formalismo
que generaliza a mecéinica estatistica de Boltzmann-Gibbs permitindo a modelagem de
fendmenos fisicos para os quais a teoria padrdo ndo é satisfatéria. Um dos aspectos
mais relevantes do formalismo é que as distribuicées de probabilidade que maximizam
a sua entropia generalizada fogem a gaussianidade e, em geral, sdo capazes de modelar
fenomenos néao-ergédicos e com memoéria de longo prazo. Publicada em 1988 [16], por
Constantino Tsallis — por isso é popularmente conhecida como Estatistica de Tsallis —
tem sido, desde entédo, aplicada para a modelagem de fendémenos complexos nas mais di-
versas areas de pesquisa.

A fundamentacéo teérica da mecénica estatistica ndo-extensiva ainda estd em
desenvolvimento mas nos ultimos anos, alguns resultados relevantes foram obtidos, den-
tre os quais destaca-se a generalizacdo do teorema do limite central consistente com a
Estatistica de Tsallis, proposta por Umarov [17]. Recentemente, dentre os primeiros re-
sultados experimentais obtidos pelo Large Hardrons Colisor (LHC), esta a verificacédo
de um comportamento nao-extensivo presente na distribuicdo em momentum transverso
das praticulas observadas nas colisées préton-préton [18]. A néo extensividade também
se aplica a fendomenos astrofisicos [12, 19], as distribuicoes das manchas solares [13], ao
enovelamento de proteinas [20] e a outros sistemas complexos [21-25].

A conexao entre equacoes nao-lineares de Fokker-Planck e a mecénica estatis-
tica nao-extensiva foi explorada pela primeira vez por Plastino e Plastino [26], visando
a modelagem de sistemas difusivos anomalos. Schwiammle et al [27, 28], determinaram
classes de equacgoes nao-lineares de Fokker-Planck cujas solucoes estacionarias maximi-

zam a entropia de Tsallis.
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3. Objetivos da Tese

3.1. Objetivo Geral

O objetivo desta tese é elaborar modelos estocasticos nao-lineares e ndo-aditivos
que permitam o estudo de sistemas complexos cuja dinadmica estocastica pode, inclusive,

se estender ao comportamento ndo markoviano.

3.2. Objetivos Especificos

¢ Elaborar uma modelagem fisica baseada em formas néo-lineares da equacéao
de Fokker-Planck e cujas solucoes estacionarias correspondem as distribui-
coes de probabilidade que sdo caracteristicas da Mecanica Estatistica Nao-
Extensiva;

* Modelar processos difusivos em liquidos superesfriados, préximos a transicéao
vitrea, caracterizando a dependéncia do coeficiente de difusdo com a tempera-
tura;

* Interpretar o desvio de linearidade para o ajuste de Arrhenius, verificado ex-
perimentalmente para a difusividade em liquidos superesfriados;

* Propor uma modelagem alternativa para a Cinética Quimica baseada em um
processo de reacao-difusio nao linear;

* Reinterpretar os resultados basicos da Cinética Quimica, tais como a cons-
tante cinética, a constante de equilibrio quimico e a lei de Arrhenius para
reacgdes quimicas;

* Modelar o processo estocastico de corrosao localizada (“pitting”) em tubula-
¢oes, a partir da analise das distribui¢oes de profundidade experimentais;

* Interpretar fisicamente o comportamento niao-extensivo verificado em dados

observacionais de emissoes de raios-X por variadas fontes astrofisicas.
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4. Organizacao da tese

O capitulo 2 destina-se a exposicdo dos fundamentos teéricos que embasam os
modelos a serem propostos nesta tese. A teoria dos processos estocasticos é discutida,
com uma introducéo aos processos de Markov e sua conexdo com a equacido de Fokker-
Planck classica. Em seguida, o formalismo das equacgdes nédo-lineares do tipo Fokker-
Planck é exposto, tendo por base os trabalhos de Frank [7,8, 11]. Na sequéncia, o escopo
tedrico da Mecanica Estatistica Nao-Extensiva é explorado, culminado na descricédo das
distribuicoes de probabilidade que maximizam a entropia de Tsallis. Por fim, a conexao
entre os dois formalismos e sua aplicabilidade na modelagem de processos estocasticos
ndo-markovianos é discutida na dltima secao.

O capitulo 3 destina-se a proposicdo de modelos aplicados aos seguites casos:

e Difusividade em liquidos superesfriados — Desvio de linearidade do ajuste de
Arrhenius para o coeficiente de difuséo;

e Cinética Quimica — proposicdo de um modelo alternativo baseado em uma equa-
cao de reacgao-difuséo;

e Corroséo localizada ou "pitting"em tubulacées — proposicdo de um modelo nao-
markoviano para descrever a evolucdao dinamica da distribuicdo de profudidades de pite;

» Fontes astrofisicas de raios X — estudo do comportamento nao extensivo de fon-
tes cosmicas, a partir da analise das distribuicoes de intensidade das séries temporais de
raios X emitidos.

O capitulo 4 contém as consideracoes finais a cerca dos resultados obtidos, das

limitacoes dos modelos propostos e as perspectivas futuras deste trabalho.




Capitulo Dois

Fundamentacao Teorica

1. Dinamica Estocastica
1.1. A equacdo de Langevin

A dinamica de um processo estocastico pode ser descrita por meio de equacoes
diferenciais estocasticas que, essencialmente, sdo compostas por termos deterministicos
mais um termo aleatério no tempo. O exemplo mais conhecido deste tipo de equacéo foi
proposta em 1908 por Langevin [3—6], com o objetivo de estabelecer um modelo para o
movimento browniano que, basicamente, consiste no movimento erratico de uma parti-
cula mesoscépica imersa num fluido proveniente da agitacio térmica, ou seja, das colisoes
entre a particula e as moléculas do meio. Na auséncia de campos externos, a equacao de
movimento da particula, conhecida por equacdo de Langevin, é composta por uma forca
de atrito viscoso, o que torna o processo irreversivel, mais uma forca aleatéria F(¢) que
computa o efeito das colisées moleculares. Para o caso unidimensional, a equacao de

Langevin sem forcas externas é dada pela expressao,

d
md—'; = —bu+F(?) 2.1)

onde m é a massa da particula, b é o coeficiente de atrito viscoso e a variavel aleatoria

v(t) define a velocidade instantanea da particula. Sobre F(¢) impoe-se as condigoes:

+00
f F(t)P(v,t)dv=<F(t)>=0 (2.2)
+00 -
f FWOF{t)Pw,t)dv=<F(t)F(t')>=Foo(t—t') (2.3)
sendo P(v,t) a densidade de probabilidade associada ao espaco de fase de v(t) e F é pro-

porcional a intensidade do ruido gerado pela forca aleatéria. A equacéo 2.2 implica que,

em média, a forca proveniente das colisdes moleculares se anula, enquanto que a equagéo
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2.3 pressupde que as colisdes sdo estatisticamente independentes.

A conexio entre o movimento browniano e a difusdo de muitas particulas é obtida
no modelo de Langevin quando analisados a velocidade média e a varidncia quadratica
média. Neste contexto, verifica-se pela equacao 2.1 que a velocidade instantanea da par-

ticula é dada pela expresséo:
t !
v(t) =vpe ! +e‘ytf " fu(tHdt' (2.4)
0
onde f,(¢) = F(t)/m e y = b/m. Por sua vez, a velocidade média corresponde a,
<v>=pge " (2.5)

sendo aplicada a equacéo 2.2. Como esperado, em média, a velocidade da particula dimi-
nui por efeito da forca da atrito viscoso mas néo sofre influéncia das colisées moleculares.

Considerando o ultimo resultado, a equacdo 2.4 pode ser reescrita na forma:
¢ !
v—<v>=e V! f "t o (thdt (2.6)
0

Elevando-se a equacéo 2.6 ao quadrado e calculando a média no ensemble!, a
variancia da velocidade é obtida. Desse modo, tém-se a expressao:

L F / F
<v?>—<p>2=e 2t —gezyt dt' = —0(1 —e 21ty 2.7
om 2mb

onde a equacao 2.3 foi aplicada. No limite para tempos longos, quando o processo difusivo
tende a um regime estacionario, vé-se que < v >— 0 e a velocidade quadratica média
assume o valor limite,

F
<p?>=—2 (2.8)

O 1ultimo resultado é importante pois garante a conexao entre a intensidade do
ruido e a temperatura do meio. De fato, se aplicado o Teorema da Equiparticdo da Ener-
gia [10] na equacao 2.8, tém-se que Fo = 2bkgT, sendo T a temperatura e kg a constante

de Boltzmann.

1Ensemble: Conjunto estatistico contendo todos os estados acessiveis ou provaveis do sistema. No caso em questao,
séo todos os valores que a varidvel v tem a probabilidade de assumir, dada a dindmica do sistema.
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As equacgdes 2.5 e 2.7 correspondem, respectivamente, aos primeiro e segundo
momentos da distribuicdo P(v,?). Uma equacgdo dindmica para a densidade de probabili-

dade € obtida a partir da funcgao caracteristica,
G(s,t) = f e P(v,t)dv = (™) (2.9)

sendo G(s,t) a transformada de Fourier de P(v,?). A densidade de probabilidade é nor-

malizada, ou seja,

f Pw,t)dv=1 (2.10)
e obedece a equacéo de continuidade:

opP o .
~ = _a[vp] (2.11)

Desta forma, ao derivar a funcao caracteristica explicitamente no tempo, obtem-

se,

G isv 0 .
5 —fe % [vP1dv (2.12)

e, substituindo a equacéo 2.1 na 2.12 chega-se a expressao:

oG

.0 . 0
2 - f ¢i* 2 [~yoPldu- f ¢! ()= Pdv (2.13)

Uma vez que f,(t) é o termo estocastico da equacgao de Langevin, a segunda inte-

gral da equacéo 2.13 requer maior atencio. Integrando por partes, tem-se que:
1sv 0 . 1sv
e’ fo(t)—Pdv = —is <fae > (2.14)
ov

Reescrevendo o termo aleatério da forma f,(¢) = (/Fo/m)n(t) e aplicando-se o

Teorema de Novikov [29,30] no segundo membro da equacéo 2.14, verifica-se que:

(n(e’) = <\/F° e ‘3”)> 2.15)
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Substituindo as equacbes 2.14 e 2.15 na equacédo 2.13, obtém-se a expresséao:

G isp 0 Fo < 0% . >

_ = = —— P d + = LSy 216
ot fe dv[ yoPldv 2m?2 602(e ) ( )
Considerando as propriedades da transformada de Fourier e em associacdo com

a equacdo 2.9, é facil demonstrar que a equacdo 2.16 implica na expresséo,

opP 0
E = —%[—')/UP] +

Fo 8%P

_— 2.17
2m?2 ov? ( )

que é uma forma partircular da chamada equacdo de Fokker-Planck (EFP) e descreve
a evolucédo dindmica da densidade de probabilidade P(v,t). O nome é uma referéncia
aos fisicos Adriaan Fokker e Max Planck que, no inicio do século passado, aplicaram a
equacio para modelar o movimento browniano, adotando uma abordagem alternativa a

equacdo de Langevin.

1.2. Processos de Markov e a equacdo de Fokker-Planck

Processos estocasticos também sao modelados por meio das equacdes dinamicas
que regem a evolucao temporal da densidade de probabilidade associada ao espaco de es-
tados da variavel aleatéoria. No entanto, a construcdo de tais equacoes ndo é uma tarefa
trivial tendo em vista a possibilidade de correlacédo entre os estados pelos quais passa o
sistema no decorrer do tempo. Em outras palavras, o estado atual pode exercer influén-
cia sobre os estados futuros — mas isto nao implica em causalidade, conforme a discussao
feita no capitulo anterior. A dinamica estocastica é bem fundamentada quanto a proces-
sos cujas correlacoes sdo de curto-alcance (ou com memoria de curto prazo) e as idéias
centrais deste formalismo serido discutidas na presente secdo. O texto a seguir é total-
mente baseado nas referéncias [3—6].

Considere um processo estocastico caracterizado por uma variavel aleatoria e
unidimensional? x dependente do tempo ¢. Caso P(x,t) seja a densidade de probabilidade

associada ao espaco de fase da variavel aleatoria, a probabilidade de encontrar x no in-

2Por questdes pedagdgicas, o formalismo sera apresentado para o caso unidimensional.

10
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tervalo x1 < x < x1 + dx; para o instante de tempo #; é dada por P(x1,t1)dx1, supondo
existente a média,

P(xl,t1):f5(x—x1)P(x,t1)dx (2.18)

onde 6(x) é a funcio delta de Dirac. Por sua vez, a probabilidade de encontrar x no
intervalo x1 < x < x1 + dx1 para o instante de tempo £ e x no intervalo x9 < x < x9 + dxo

para o instante t9 > t1 é dada por P(x9,t2;x1,t1)dx2dx1, de modo que,
P(xg,tg;xl,tl):f6(x'—xg)(f&(x"—xl)P(x',tg;x",tl)dx" dx’ (2.19)

Seguindo com a argumentacio acima proposta, a probabilidade de encontrar x
no intervalo x1 < x < x1 + dx; para o instante de tempo #1, x no intervalo xo < x < x9 + dxo
para o instante t9 > t1, ... € x no intervalo x, < x < x, + dx,, para o n-ésimo instante de
tempo ¢, > t,-1 >...>t1 é dada por P(x,,t,;...;x1,t1)dx,...dx1. Desta forma, o processo
estocastico é completamente caracterizado por meio de uma hierarquia de densidades de

probabilidade, ou seja:

P(x1,t1)
P(xg,t2;x1,t1)

P(x3,t3;%2,t2;%1,t1) (2.20)

P(xy,tn;%n-1,tn-1;...;%2,82;%1,¢1)

Dada a condi¢do de normalizac¢do [ P(x,t)dx =1, a densidade para uma ordem
na hierarquia é obtida a partir da integracéo de outra densidade associada a uma ordem

superior. Por exemplo,
P(x2,t2;x1,t1):fP(x3,t3;x2,t2;x1,t1)dx3 (2.21)

onde a integral se estende a todos os valores possiveis de x3. Alternativamente, as dife-
rentes ordens da hierarquia estdo interconectadas por meio de uma densidade de proba-

bilidade condicional, representada aqui na forma W(x, t|x’,¢'), e que é capaz de descrever

11
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a probabilidade do sistema evoluir para um estado x no instante ¢, se fixado o estado x’

para o instante de tempo ¢’ < ¢t. Neste contexto, tem-se que:

P(xg,to;x1,t1) = Wlxg,tolx1,t1)P(x1,%1)
P(x3,t3;x2,t2;x1,81) = W(xs, t3lx2,t0;x1,£1)P(x2,t2;%1,21)
(2.22)

P(xp,tp;..5x1,t1) = W, thlxn—1,tn-1;..;%1, 8 1)P(Xp-1,tn—-1;5...;%1, 1)

As equacoes 2.22 evidenciam que a natureza das correlacoes presentes no pro-
cesso estocastico depende da forma funcional de W. Se o sistema apresenta memodria
de curto prazo de modo que um estado futuro dependa apenas de seu estado atual, a

densidade de probabilidade condicional corresponde a,
Wxn, tnltn-1,tn-15.-;21,81) = Wln, tn|2pn-1,n-1) (2.23)
0 que caracteriza um processo de Markov [3]. Redefinindo a equacéo 2.21 na forma,
P(x,t;x',t’):fP(x,t;x",t";x’,t')dx" (2.24)
e aplicadas as equacoes 2.22 e 2.23, é facil deduzir que,
W(x,tlx',t'):fW(x,tlx",t")W(x"t"Ix',t’)dx” (2.25)

sendo esta a equacdo de Chapmann-Kolmogorov. Basicamente, a equacdo 2.25 define
W como uma probabilidade de transicdo para o estado x no instante ¢, tendo o sistema
passado pelo estado x' no instante ¢’ < ¢, independente de quais tenham sido os estados
intermedidrios — representados por x” — para o intervalo de tempo At =¢—¢'. A partir de

qualquer condicgéo inicial, a densidade de probabilidade P(x,t) satisfaz a equacao,
P(x,t)= fW(x, tlx', thP(x' tdx' (2.26)

A equacao 2.26 permite a construcdo de uma equacio dindmica para a densi-

dade de probabilidade P(x,¢) porém, limitada a processos markovianos [3]. Para tanto,

12
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considere a funcéo caracteristica,

G(s,x’,t,t'):feiS(x_x’)W(x,tlx',t')dx (2.27)
e suponha conhecidos os momentos da probabilidade de transic¢ao, ou seja:

M, t,t)= f(x—x')nW(x,tlx',t’)dx (2.28)

A expansédo em série de poténcias da fungao exponencial na equacgio 2.27 permite

reescrevé-la na forma:

® (js)"

G(s,x' t,t)=1+
n!

M, (', t,t) (2.29)

n=1

A transformada inversa de Fourier aplicada a equacao 2.29, tomando em conta

as propriedades da funcéo delta de Dirac, fornece como resultado:

S5(x—x) (2.30)

o0
1+ )

n=1

0\" M, (x,t,t
W(x, tlx',t') = ) Mutx,t,2)

O0x n!

Feitas as substituicoes ¢t — ' + 7 e t' — ), a equacio 2.26 agora pode ser escrita

na forma,
S 0\"'[M,(x,t+7,t
P(x,t+7)-Pla,t)= Y (——) Mnt 400 b 1) 2.31)
o\ 0x n!
e, se esta ultima for dividida por 7, o limite T — O resulta na expressio,
oP X 0\"
— =) (——) [D,(x,t)P(x,1)] (2.32)
t Do\ Ox

sendo D, (x,t) =lim;_.o M, (x,t + 7,t)/(tn!). A equacéo 2.32 define a chamada expansdo de
Kramers-Moyal e a EFP corresponde ao caso particular em que os termos da série se anu-
lam para n > 2, sugerindo que os momentos superiores de P(x,t) sdo nulos. Tal condigao
é parcialmente garantida pelo teorema de Pawula [3,5]. Para o caso unidimensional, a

EFP tem a forma geral,

2

0 0 0
&P(x, )= —a[Dl(x,t)P(x, ]+ @[Dﬂx, t)P(x,t)] (2.33)

13
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onde os coeficientes D1(x,t) e Dao(x,t) sdo funcoes diretamente relacionadas a flutuacao
e a dispersdo de x. Aplicando-se a EFP ao movimento browniano temos que D corres-
ponde a forca de atrito viscoso presente na equacao de Langevin, sendo por isso denomi-
nado coeficiente de arrasto ou “drift”, e Do é proporcional ao coeficiente da forca flutuante
decorrente das colisdes entre as moléculas do fluido e a particula browniana. Por isso,
D é denominado coeficiente difusivo. O formalismo apresentado nesta secédo se estende
para o caso multidimensional de modo que, caso a variavel aleatéria seja n-dimensional

e descrita por X, a EFP correspondente é dada pela expresséio:

] N o N 2
PG, b= D, G PG, 0] + D, G OPG,t 2.34
5 PED n;a n[ n(E, P, ¢)] n;:laxn@xm[ nm &, P, 1)] (2.34)

1.3. Processos ndo-lineares de Markov

Equacbes de Fokker-Planck podem ser aplicadas tanto para sistemas em equili-
brio dindmico, quando a densidade de probabilidade é determinada pela solucéo estacio-
naria da EFP, como para sistemas fora do equilibrio, sendo a densidade de probabilidade
caracterizada pelas solucoes transientes da EFP. No entanto, a forma expressa na equa-
cao 2.33 limita-se a descrigdo de processos estocasticos de propriedade markoviana sendo
inadequada para a modelagem de sistemas cujos estados apresentem correlagdes de longo
alcance.

Uma proposta para a modelagem de processos ndo-markovianos baseia-se na
aplicacdo de equacdes nao-lineares de Fokker-Planck, cujas solu¢cées podem descrever
distribuicoes de probabilidade que fogem a gaussianidade, tais como as distribuicoes de
cauda longa, mesmo para o regime estacionario. A discussdo completa sobre os funda-
mentos e aplicagdes do formalismo encontra-se na referéncia [11]. A hipétese fundamen-

tal consiste em assumir um processo de Markov néo-linear caracterizado pela condicéo,

W, thlXn_1,tn-1;..;%1,t1;u(x)) = W(x,, thlxn_1,tn—1;u(x)) (2.35)

14
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onde u(x) = P(x,to;u(x)) é uma densidade de probabilidade inicial. A equacio de Chapmann-

Kolmogorov associada é dada por,
W(x,tlx',t';u):fW(x,tlx",t";u)W(x”,t”Ix',t’;u)dx" (2.36)

Seguindo os mesmos passos descritos na se¢édo anterior, a equacéo 2.36 é reescrita

em termos da expanséo de Kramers-Moyal, resultando na equacao dinamica,

= i ( ) D, (x,t;u)W(x, tlx',t';u) (2.37)
1=0

sendo os coeficientes dados por:
. 1 n\Nn !/ !/
Dn(x,t;u):hmo—Y (x—x)"W(x,t+71|x,t;u)dx (2.38)
-0 n!

Truncando a série para n = 2, a equacéo 2.37 recai em uma Fokker-Planck cuja
solucdo é W. Como a equacao 2.26 continua valida para este caso, obtém-se a equacéo

dinamica para a densidade de probabilidade,

2

agP(x tu)= ——[Dl(x tu)P(x,t; u)]+ 9 [Dg(x t;u)P(x,t;u)l (2.39)

onde os coeficientes D1(x,t;u)s e Do(x,t;u)’s sdo, respectivamente, os coeficientes de ar-
rasto e difusdo generalizados. Uma vez que a densidade de probabilidade esta univoca-

mente relacionada a u e t( é arbitrario, a equacao 2.39 pode ser reescrita da forma:

2

;P(x t)= ——[Dl(x t,P)P(x, t)]+ g [Dg(x t,P)P(x,t)] (2.40)

resultando em uma EFP néo linear em relaciao a P(x,t) mas linear em relacao a den-
sidade de probabilidade de transicdo. Entretanto, as formas explicitas dos coeficientes
generalizados ndo possuem uma forma tunica e, em geral, dependem da evolucéo dina-
mica do processo estocastico a ser modelado.

A EFP para o caso multidimensional, dada a variavel aleatéria n-dimensional %,
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corresponde a expresséo:

0 N 5 N 92
—P@E,t)= Y — D, t,P)P(,b)] + D, (%, t,P)P(Z,t 2.41

2. A Mecanica Estatistica Nao-Extensiva

2.1. Entropia de Boltzmann-Gibbs

A descricéo dos estados de equilibrio de um sistema fisico, um gas por exemplo,
se da por meio de variaveis macroscépicas, desconhecendo-se completamente o compor-
tamento microscépico de suas componentes. O objetivo da Mecdnica Estatistica [9,10] é
preencher esta lacuna, interpretando e predizendo a partir das configuracdes microscopi-
cas, ou microestados, o comportamento termodinadmico do sistema, também chamado de
macroestado. Classicamente, o estado do sistema é completamente definido se conheci-
das as posicoes e os momentos de cada uma das suas particulas. No espaco de fase, cada
microestado do sistema corresponde a um ponto deste espaco definido pelas sn coorde-
nadas generalizadas q; e sn momentos generalizados p; (i =1,...,sn), onde s é o nimero
de coordenadas de cada particula. Para s = 3, o espaco de fases possui 6n dimensées. A

dinamica do sistema é definida pelas equacoes canonicas de movimento,

0H(p,q) .

#:qi (2.42)
op;

0H(p,q) .

#:_pi (2.43)
0q;

onde H(p,q) é o hamiltoniano do sistema (as 6n coordenadas e momentos estdo abre-
viados no simbolo (p,q)). No entanto, para um sistema termodinamico as dificuldades
operacionais intrisecas & resolucédo do problema mecanico® obrigam a construcéo de uma
base tedrica probabilistica, onde a caracterizacao do estado termodinamico se da por meio

de médias estatisticas.

3A solucédo completa das equacgdes 2.42 e 2.43 exige o conhecimento das condic¢des iniciais para o movimento das
particulas.
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Associado a um macroestado estdo inimeros microestados, isto é, para o equi-
librio termodinamico, apesar do movimento incessante das particulas que constituem o
sistema, variaveis macroscopicas como pressio, temperatura, potencial quimico, volume,
entre outros, permanecem inalteradas. Tais variaveis correspondem a médias temporais
sobre todos os microestados acessiveis do sistema. Se cada microestado é caracterizado
pelas posicoes e momentos das particulas, é de se esperar que apés um certo tempo o
sistema passe por todas as configuragdes microscépicas acessiveis, o que corresponde a
descricao de uma trajetoria no espaco de fases X governada pelas equacéoes 2.42 e 2.43.
A trajetoria se encontra em uma regido limitada do espaco de fases, isto porque tanto o
volume real do sistema como sua energia sio finitos, restringindo os possiveis valores das
coordenadas g; e momentos p;.

A trajetoria de fase nédo se distribui uniformemente no volume do espaco de fase
onde esta confinada, mas, passa freqiientemente nas proximidades dos pontos que cor-
respondem aos microestados mais favoraveis ao estado do sistema. Deste modo, dado um

elemento de volume no espaco de fases,
dpdq=dpidqidp2dqs..dpsndqsn (2.44)

o numero de pontos representativos da trajetoria de fase contidos no elemento de volume

para o instante ¢ corresponde a,
dQ=p(q,p,t)dpdq (2.45)

sendo p(q, p,t) a densidade dos pontos da trajetéria de fase no espaco Z. O nimero total

de estados é entéo definido pela integral estendida a todo o espaco:

Q:fp(q,p,t)dpdq (2.46)

A razao p(q,p,t)/Q) define uma densidade de probabilidade que sé pode ser ob-
servada e completamente caracterizada quando o intervalo de observacéo do sistema for
suficientemente dilatado. De fato, num intervalo curto de tempo, é possivel que a tra-

jetoria de fase ndo se tenha estendido suficientemente para cobrir todas as possiveis
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combinagdes microscopicas do sistema. O conceito de ensemble ou conjunto estatistico,
introduzido por Gibbs, é uma alternativa para substituir esta dependéncia temporal. O
ensemble consiste em um conjunto com um grande nimero 1 de elementos, onde cada
elemento é uma cépia macroscépica idéntica do sistema real, de modo que estdo carac-
terizados pelos mesmos parametros termodindmicos mas as configuracées microscépicas
sao, em geral, distintas. Nestas condicoes, se o espaco de fase do ensemble é observado em
um instante ¢, a distribuicdo dos pontos da trajetoria de fase corresponde a uma imagem
instantanea da distribuicdo dos pontos coincidente com a que se obteria, observando por
um tempo muito longo o sistema que originou o conjunto estatistico. Pela hipdtese ergo-
dica, a média temporal de uma propriedade do sistema real é igual a média no ensemble,
no limite em que n — co. Segundo o teorema de Liouville, no equilibrio, a densidade de
probabilidade € invariante com o tempo. A funcéo p(q,p,t) portanto, caracteriza com-
pletamente o ensemble. Conseqiientemente, se f(q,p) é uma grandeza mensuravel no

sistema real, o valor mais provavel é dado por:

1
<p>= 5fﬁ(q,p)p(q,p,t)dpdq (2.47)

A contagem dos microestados acessiveis a um sistema termodinamico em um
dado macroestado é caracterizado por (2. Se por exemplo, o gelo se funde e passa para
o estado liquido ocorre um crescimento de (2, isto porque a ordenacao das moléculas no
solido restringe o nimero de configuracoes microscépicas acessiveis. Da mesma forma,
para a transicéo liquido-gas, os graus de liberdade para as moléculas da fase gasosa sao
maiores que da fase liquida, o que implica no aumento Q2. Por outro lado, em ambos
0s casos observa-se o aumento da entropia S. A idéia de "desordem", frequentemente
associada ao aumento da entropia, esta entdo associada ao crescimento do nimero de
microestados acessiveis ao sistema termodindmico quando o mesmo evolui para um novo
estado de equilibrio.

Resumidamente, se a entropia é definida como S = f(Q), esta funcdo deve ga-
rantir a propriedade aditiva da entropia para dois sistemas independentes ,ou seja, S =
S1+S3. Dessa forma:

Q) =F(Q1)+f(Q2) (2.48)
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onde 2 = Q1Q9 é 0 nimero total de microestados. A funcio que garante a condi¢do im-

posta pela equacéo 2.48 é a logaritmica e, conseqiientemente,
f( Q) x In(Q) (2.49)

Em linhas gerais, o elemento de volume dgdp néo pode tender arbitrariamente
a zero porque € necessario garantir que o volume ocupado pelo ensemble do sistema no
espaco de fase deve conter pelo menos um ponto representativo da trajetéria de fase.

Desse modo, define-se,
_dpdgq
==

dar (2.50)

onde I' é o volume no espaco de fase ocupado pelo ensamble do sistema e & é a constante
de Planck que corresponde ao menor volume possivel no espaco de fase. A entropia pode

ser definida a partir de I' levando a equacéo:

S =kpln(Q) (2.51)

onde kp é a constante de Boltzmann. A equacido 2.51 foi originalmente proposta por
Boltzmann [10] e é a primeira a estabelecer uma conexao direta entre uma variavel ter-

modinamica e a dinAmica microscopica de sistemas termodinamicos.

2.2. A Entropia de Tsallis

A Mecénica Estatistica Ndao-Extensiva [31], também conhecida como Estatistica
de Tsallis, teve inicio em 1988 com o trabalho pioneiro de Constantino Tsallis [16], fi-
sico brasileiro que propds uma forma generalizada para a entropia, dada pela expresséo,

considerando um espaco de estados discreto:

W
1-} pf
=1
Sq={F"g-1 seq#1; (2.52)
w
—kB Zpiln(pi) se q = 1.
=1
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O expoente g é denominado indice entrépico, W define o niimero de microestados
acessiveis ao sistema e p; é a probabilidade associada a i-ésimo microestado. Na lite-
ratura especializada S, é comumente denominada g-entropia. Se o espaco de estados é

continuo a g-entropia, para o caso unidimensional, recai na expressio:

l—qu(x)dx
S, =441 seq#lL; (2.53)

—kaP(x)ln(P(x))dx seq=1.

Conforme as equacoes 2.52 e 2.53, a forma entrépica proposta por Tsallis tem a
entropia Boltzmann-Gibbs como caso particular, cuja expressao é recuperada se aplicado
o limite ¢ — 1 a S,. A g-entropia é néo- aditiva para g # 1, ou seja, dados dois sistemas
independentes, A e B, de modo que suas respectivas probabilidades néo estejam correla-

cionadas, a entropia do sistema composto (A U B) obedece a relacao:
Sq(AUB)=84(A)+S,(B)+(1-q)S4(A)S4(B) (2.54)

A interpretacéao fisica para a aditividade da entropia de Boltzmann-Gibbs é que
esta grandeza é extensiva, isto é, é proporcional ao tamanho do sistema. No entanto, é
precipitado afirmar que a equacéo 2.54 caracteriza os sistemas A e B como ndo-extensivos,
uma vez que, a ndo-aditividade é uma condicao necessaria mas nao suficiente para carac-

terizar um sistema como nao-extensivo. Conforme Tsallis* [31]:

"Durante muitos anos, esta propriedade tem sido relatada na literatura
como ndo-extensividade. Isto é, em certo sentido, inadequado. De fato, torna-
se claro que, para uma vasta gama de sistemas, existem valores especiais de
q para os quais a entropia ndo-aditiva S, é extensiva. O nome "Mecénica Es-
tatistica Ndo-Extensiva”, em si, tem sido cunhado devido a esta propriedade.
No nivel da mecéanica estatistica, esse nome néo é, de fato, inadequado, uma
vez que os sistemas hamiltonianos para os quais se espera que esta teoria se

aplique, sdo aqueles com interacdes de longo alcance, cuja energia total é pre-

4Nota de rodapé, pagina 44.
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cisamente ndo-extensiva no sentido termodiniamaico.”

A construcédo do ensemble canénico no contexto da Mecanica Estatistica Nao-
Extensiva, necessaria para estabelecer a conexdo com a Termodinamica, néao € trivial
e, desde a proposicao inicial do formalismo, esteve sujeita a diferentes versodes [16, 31—
33]. Basicamente, a cada versao foi proposta uma expressao diferente para a equacao de
vinculo associado a energia interna do sistema, com o objetivo de corrigir inconsisténcias
na expressdo do conjunto de probabilidades {p;} que maximiza S,.

A versao mais usada atualmente foi proposta por Tsallis et al [33] e sera descrita

aqui. Para isso, considere os vinculos,

w
Y pi=1 (2.55)
i=1

W
/
U, = Zpiei (2.56)
i=1
onde ¢; é a energia para o i-ésimo estado, U, é a energia interna ndo-extensiva do sistema
e p’ é a probabilidade de Escort, dada pela expresséo:

H

== (2.57)
ZkW:1PZ

p;
Aplicando-se o método dos multiplicadores de Lagrange, tem-se a funcao auxiliar,

W W
R(pi):Sq+/11(l—Zpi)+/12 (Uq—Zp;ei) (2.58)
i=1 i=1

sendo 17 e A2 os multiplicadores. A extremizacéo de R(p;) recai na expressao,

_ -1 -1
OR(p;) qp? quejp? /lquqp?
Dj q- ijlpj Zj:lpj
e, apos breve manipulacéo algébrica, obtém-se a equacéo,
1
pi=Aq[1-B,(1-¢q)(ei-U,)| T2 (2.60)
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sendo A, = [q/(A1(1—q)]V1-D ¢ B, = AQ/ZEV lp?. Pela equacéo 2.55, é possivel reescrever

a equacdo 2.60 na forma:

1
1-B,(1-q)(e; -U,)| ™ 1 L
pi= [1=B,0 - )(ei~Uy)] L:z—[l—Bqﬂ—q)(ei—Uq)]l}q (2.61)
YW [1-BA-q)(ei-U,y)|Te  “a

A distribuicao de probabilidade para o ensemble canénico na estatistica de Tsal-
lis obedece a exponenciais generalizadas, sendo Z, a correspondente funcédo de particio.

O caso limite ¢ — 1 na equacéo 2.58 implica,
. —Ag¢€;
picx e (2.62)

o que esta de acordo com a maximizacao da entropia de Boltzmann-Gibbs.

Dado um espaco de estados continuo caracterizado pela variavel x (unidimensio-
nal, por questao de simplicidade), a densidade de probabilidade pode ser escrita na forma
geral,

P(x)= A[l-B(1 - @)f ()77 (2.63)

Se f(x) x x? a equacéo 2.63 é denominada g-gaussiana pois, para o caso limite

q — 1, a distribuicao gaussiana é recuperada. Considerando a q-gaussiana,
1
P(x) = A[1-B(1 - q)(x — x0)*1™4 (2.64)

é facil verificar que a mesma obedece as seguintes propriedades:

* Se 1< g <3, entdo P(x) é normalizavel, ou seja,
+00
f Pdx=1 (2.65)
—0o0

e a constante de normalizacao A é dada pela expresséo,

2
3—-q

(2.66)

B(g-1) ] 3 F(ﬁ)

A= [ 2|
2(q-1)

onde I'(x) é a funcédo gama.
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* Se 1< g <3, entdo o primeiro momento da distribuicéo é finito, ou seja,

+00
f xP(x)dx =X (2.67)

(e.o]

Resolvendo a integral, tém-se que & = xg

* Se 1< g <5/3, entdo a variancia da g-gaussiana é finita, ou seja,

+00
f (x — x0)2P(x)dx = 0 (2.68)

(e 9]

Resolvendo a integral, tém-se que o2 = 1/[B(5 - 3¢)]
* Se g <1 entdo P(x) sera positivo definida apenas para um intervalo finito em
x e pontos de corte sdo impostos a distribuicéo.

O indice entroépico altera a largura da distribuicio, conforme ilustra a figura 2.1
onde a equacédo 2.64 foi simulada para cinco valores distintos de q — fixados os valores
A =B =1exp=0. Claramente, quanto maior o valor do indice entrépico, maior a largura
da distribuicao e mais acentuado é o comportamento do tipo cauda longa atribuido a g-

gaussiana.

0.9 1

0.8 1

0.7 4

0.6 4

0.5 1

0.4 4

Q-Gaussiana

0.3 1

0.2 4

0.14

X (u.a.)

Figura 2.1: Simulacgio da distribuicéo q-gaussiana, dada pela equacédo 2.64, para diferentes indices entré-
picos q. Foram atribuidos os valores A=B=1e x¢ =0.
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3. Modelos Estocasticos Nao-Aditivos
3.1. Q-entropia e EFP ndo linear

A primeira conexio entre a Mecanica Estatistica Nao-Extensiva e equacdes nao-
lineares de Fokker-Planck foi explorada por Plastino e Plastino [26] que propuseram a

equacdo unidimensional,
g [P(x,t)] g [K(x)P]+ Do [P%77] (2.69)
—_ X = —— X —_ .
ot ’ O0x 2 0x2

onde K(x) é o coeficiente de drift, o expoente g corresponde ao indice entrépico de Tsallis e
D é o coeficiente de difusdo — constante e positivo definido. A equacédo 2.69 estabelece um
modelo estocastico para processos difusivos anémalos cuja solucdo estacionaria maximiza

a entropia de Tsallis. Definindo a densidade de corrente J(x,t) pela expressao,
Do
J(x,t) = K(x)P - ——[P?77] (2.70)
2 0x
obtém-se a equacéo de continuidade,
a[P( ]+ 0 [J(x,)]=0 (2.71)
— X — X = .
ot ’ Ox ’

Schwammle et al [27,28], analisaram a conexédo entre classes de equacdes nao-
lineares de Fokker-Planck e formas entrépicas, com enfase nas entropias de Boltzmann-
Gibbs e de Tsallis considerando processos do tipo Oerstein-Uhlenbeck (K(x) = —yx). Ex-
plorando uma generalizacéo do teorema H [10], os autores demonstraram que além da
equacdo de Plastino para um regime de difusdo anémala, existe uma classe associada a
g-entropia de Tsallis que descreve o regime de difusdo normal, cuja forma unidimensional

é dada pela expresséo,

d I my, @ 0
&[P(x,t)] = —a[(—)fx)[P(x,t)] I+ E@[P(x,t)] (2.72)
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Com base no formalismo proposto por Frank [11], as equacbes supracitadas sao

obtidas a partir dos coeficientes generalizados,

dU
D(x,t,P)=— (E)Pm—l (2.73)
e
D
Do(x,t,P) = EP”‘I (2.74)

onde U(x) = — [ K(x)dx equivale a um potencial generalizado. Neste contexto e conside-

rando o caso unidimensional, a equacéo néo linear de Fokker-Planck é dada pela expres-

sao,
0 o[ (dU D ¢*
—[P(x,t)l=—— |- | — | P | + =——[P" 2.75
T e (dx) ]+20x2[ : (275)
e a densidade de corrente correspondente por,
dU Do
Jx,t)=——|P" ——=——[P" 2.76
== (S2|Pm -5 o tP" (2.76)

As classes associadas a entropia de Tsallis, conforme Schwiammle [28], ocorrem
paran—m=1-q e AU x (x —x0)?>. Em particular, a equacéo de Plastino é obtida para
m=len=2-gq.

Define-se o regime estacionario quando, para o limite de tempos longos, a densi-
dade probabilidade ndo varia mais no tempo, ou seja, P(x,t) — Ps(x). Para um sistema
dinamico, tal regime esta associado a um estado de equilibrio que pode ou nao ser estavel.

Nestas condigoes tem-se que,
0
a—[J(x, t)]=0— J; =constante 2.77)
X

A densidade de probabilidade estacionaria Ps(x) tem que se anular para as con-
di¢oes de regularidade x — oo 0 que, conforme a equacéo 2.76, implica em oJ5 = 0. E facil
verificar que a solucdo estacionaria da equacao 2.75 corresponde a exponencial generali-

zada,
(n—-m)AU(x) |7
D

Pg(x)=Co|1-Cy (2.78)
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onde Co = P(xo,?0) é a constante de normalizac¢do, C1 =2C7™" e AU = U(x) — U(xo). Su-
pondo que a equacéo 2.78 descreve o regime estacionario de um processo difusivo, AU
corresponde a energia total necessaria para conduzir a substédncia do estado de maxima
concentracao, relacionada a condicéo inicial P(xg,%o), ao regime de equilibrio dinamico
que é caracterizado pelo estado estacionario.

Plastino e Plastino [26] propuseram uma solucdo dependente do tempo restrita
a processos do tipo Ornestein-Unlenbeck. Neste caso, a solugdo transiente encontrada

corresponde a q-gaussiana para cada instante de tempo ¢°, ou seja,
9 1
P(x,t) =D(#) [1- B(t)(1 — g)(x — x0(2))"] 1 (2.79)

onde D — Cy, B — C1 e xg — cte quando o regime estacionério é atingido. Substituindo
a solucdo 2.79 na equacao 2.69, para K(x) = —a(x —xo) (@ é constante positivo definida),
emergem duas equacdes diferenciais ordinarias e acopladas, cujas solucoes sédo os coefi-
cientes D(¢) e B(t). Sem muita complicagdo, é possivel reescrevé-las em termos de uma

Unica equacédo diferencial ordinaria dada por:

d
D) =aD®)-Q2- @)Bt)D(tg)2[D()]* 9 (2.80)

Obtida uma solucéo para D, o coeficiente § é determinado pela relacao:

2
D) ) 2.81)

B@) = p(¢o) (D(—to)

Ja a equacdo 2.72 ainda nao possui uma solucdo analitica conhecida — é facil
verificar que a equacgdo 2.79 corresponde a uma solucdo apenas no limite para o regime

estacionario. Uma solugdo numérica é apresentada na referéncia [28].

3.2. Modelagem Fisica

A modelagem da dinamica estocastica pode ser feita tanto por equacoes diferen-

ciais estocasticas, que descrevem a evolucdo temporal da variavel aleatéria, como por

5A notacéo segue a adotada pelos autores na referéncia [26].
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equacoes de continuidade, que descrevem a evolugdo temporal da densidade de probabi-
lidade associada ao espaco de fase da variavel aleatéria. Um aspecto importante deste
contexto é que a presenca de propriedades tais como, auto-similaridade, fractalidade e/ou
memoria de longo prazo nas séries temporais da variavel aleatoéria, também influenciam
a forma caracteristica da distribuicao de probabilidade correspondente.

Tendo em vista a segunda abordagem, a conexdo entre equacoes nao-linares de
Fokker-Planck e a Mecanica Estatistica Nao-Extensiva fornece uma base teérica consis-
tente para a modelagem de processos cuja dindmica estocastica, em um contexto mais
geral, ndo pode ser descrita por uma cadeia linear de Markov. As distribuicoes de proba-
bilidade que emergem do formalismo, fora do caso limite para o indice entrépico, sdo do
tipo cauda longa, mesmo para o regime estacionario que remete a um estado de equilibrio
do sistema.

Apesar do exposto, é importante salientar que a construcdo de modelos com o
termo de arrasto néo linear é pouco explorada na literatura pois tal condi¢do néo é neces-
saria, por exemplo, para remeter a um comportamento difusivo anémalo [26—-28]. Conse-
quentemente, uma interpretacao fisica para o mesmo néo é discutida na literatura. Neste

sentido, como base nas equacoes 2.72 e 2.75, o termo pode ser reescrito na forma,

2
2 [190) ] (L) pn -, 2o
X

0x dx? Ox

onde a equacdo 2.73 foi utilizada. Observe que o primeiro termo do segundo membro
néo caracteriza um fluxo mas pode ser associado a um efeito de fonte. Isto sugere que
o comportamento descrito pela equacéo 2.82 é, no minimo, analogo ao descrito por uma
equacéo de continuidade inomogénea — cujo termo difusivo pode ou nio ser linear. No pro-
ximo capitulo, sdo apresentados alguns modelos, baseados no formalismo acima exposto,
para diferentes sistemas — fluidos superesfriados, pites de corrosao e fontes césmicas de
raios X. Todos os casos tratados correspondem ou a um estado de equilibrio, ou a um re-
gime quase estacionario, o que permite caracterizar as distribuicoes tipicas por meio da

equacéo 2.78 e, a principio, ndo requerem um uso computacional elevado.
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Aplicacoes e Resultados

1. Difusividade em liquidos superesfriados
1.1. Lei de Arrhenius

A Cinética Quimica descreve a relacdo entre a velocidade de uma reacédo qui-
mica e as concentracoes dos elementos envolvidos no processo, por intermédio de uma
lei de poténcia cuja constante de proporcionalidade - a constante cinética k - varia com
a temperatura. Para reacoes quimicas no equilibrio dindmico, a dependéncia de £ com
a temperatura T é frequentemente descrita pela lei de Arrhenius [34] que consiste na

relacéo,
o(In(k)) _ _Eq 3.1)
() kB
onde E, é a energia de ativacido e kg é a constante de Boltzmann. Sendo E, constante,
conforme a equacdo 3.1, a constante cinética decai exponencialmente com o inverso da
temperatura.
A necessidade de uma interpretacdo mecanico-estatistica para a energia de ati-
vacao conduziu ao desenvolvimento das bases tedricas atuais da Cinética Quimica [35].
Neste contexto, destaca-se a Teoria Cinética das Colisoes [36—38], que supde a reacao qui-
mica como fruto de colisées entre as moléculas dos reagentes mas, apenas uma fracéo das
colisdes teria energia suficiente para conduzir a formacao dos produtos. Tolman [39] in-
terpreta a energia de ativacédo como a diferenca entre a energia média das moléculas que
reagem e a energia média de todos os elementos constituintes do sistema. Eyring [40]
propos as bases da Teoria do Estado de Transicdo e, dentre as generalizacoes posteri-
ormente desenvolvidas para a teoria, destacam-se os formalismos de Eckart [41], Wig-
ner [42] e Bell [43], que incluiram efeitos de tunelamento quantico para a descricao da
energia de ativacdo. Truhlar [44], em uma abordagem mais recente, propde a otimizacao

da taxa de reacdo baseada em critérios variacionais. Um modelo alternativo foi proposto
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por Kramers [45] que, a partir de um modelo de difusao para reacdes quimicas, interpreta
a energia de ativacéo através de solugoes estacionarias e dependentes da temperatura de
uma equacao de Fokker-Planck.

Apesar do que foi exposto acima, a literatura especializada tem relatado nos l-
timos anos uma série de sistemas cujo comportamento desvia significativamente da lei
de Arrhenius, pressupondo uma dependéncia entre a energia de ativacdo e a tempera-
tura [46-48]. Foram identificados dois comportamentos caracteristicos para o desvio de
linearidade no plot /n(k) x % [49] descritos como sub-Arrhenius, associado a predominan-
cia de efeitos de tunelamento quéantico, e super-Arrhenius, quando fenomenos de trans-
porte classicos predominam. Nishiyama et al [50], em seu trabalho sobre a dependéncia
entre as taxas de respiracdo da Camellia Japonica e a temperatura, adotaram uma fun-
cao quadratica para a descricao dos regimes nao-lineares. Uma descricio matematica
alternativa foi proposta por Aquilanti et al [51] que definem a constante de velocidade em

termos da exponencial deformada (ou d-exponencial),

U

€
k(T)—A(l—dkB—T) 3.2)

onde A, € e d sdo parametros fenomenoldgicos, e o limite d — 0 recupera a lei de Ar-
rhenius usual. No entanto, apesar de bem sucedida como funcao de ajuste para dados
experimentais, nenhuma interpretacdo fenomenolégica consistente foi proposta para a

equacao 3.2.

1.2. Liquidos superesfriados e transi¢do vitrea

Somente no estado sélido, dentre os estados fisicos da matéria, ocorre um padréo
regular de ordenacdo espacial dos seus constituintes (a&tomos ou moléculas), formando
uma estrutura denominada rede cristalina [52]. No entanto, ha uma vasta gama de
materiais sélidos cuja estrutura interna nio segue quaisquer padroes de regularidade
espacial sendo geralmente denominados de sélidos ndo-cristalinos [53]. O aspecto crucial
que distinguem os sélidos cristalinos dos nao-cristalinos esta associado ao processo de

transicao de fase liquido-sélido: enquanto sélidos cristalinos passam por uma transicao
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de fase de primeira ordem!, a formacao dos sélidos nédo-cristalinos, em geral, ocorre ao
longo de uma faixa de temperaturas e a substéancia se encontra em um estado interme-
digrio, metaestével, entre as fases liquida e sélida?.

Vidros podem ser classificados como sélidos néo-cristalinos formados a partir de
um processo denominado de transicdo vitrea, cuja faixa de temperaturas correspondente
é menor que a temperatura de fusdo T (transicdo de fase de 1° ordem). Submetido a
um processo de rapido resfriamento, o liquido atinge temperaturas inferiores a Ty sem
solidificar, atingindo um estado metaestavel denominado de “superesfriamento” [53, 54].

A figura 3.1 ilustra o diagrama de fase de uma substancia que apresenta transicéo vitrea.

liquido '
super-resfriado:

liquido

SPECIFICO

Faixa de transi¢&o vitrea

VOLUME E

cristal

== =
wj-— - =

TEMPERATURA

Figura 3.1: Diagrama de fase de uma substancia que apresenta transi¢do vitrea. A linha em vermelho
indica a curva de cristalizacéo e as linhas em preto evidenciam a dependéncia da temperatura de transicao
vitrea com a taxa de resfriamento.

O arranjo das moléculas no estado vitreo é similar aquele observado no liquido
superesfriado imediatamente antes de atingir as temperaturas de transicao vitrea, isto
porque o liquido superesfriado possui alta viscosidade e esta cresce com a reducéo de
temperatura. Desse modo, os graus de liberdade moleculares séo cada vez mais restritos
— macroscopicamente o volume do liquido diminui com a reducao de temperatura — sendo

bloqueados quando o estado vitreo é atingido.

1A mudanca de uma fase para a outra é abrupta, mantendo-se fixo o parametro de controle, por exemplo, a tempe-
ratura.

2Apesar da mudanca de fase ocorrer para uma varia¢édo continua da temperatura — o parametro de controle — é um
equivoco pensar que se trata de uma transicdo de fase de segunda ordem.
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A temperatura de referéncia T'; para a qual finda a transicéo vitrea néo é fixa e
depende da taxa de resfriamento a qual o liquido é submetido. Basicamente, quanto mais
lento o processo de resfriamento menor o valor de T'; que sera denominada temperatura

de transic¢do vitrea.

1.3. Comportamento ndo-Arrhenius para a difusividade

A dependéncia entre o coeficiente de difusdo D e a temperatura T para feno-
menos de transporte em diversos sistemas, tais como meios s6lidos ou porosos, tem sido

tratada por um comportamento do tipo Arrhenius [34], obedecendo a relacéo,

aInD) _ Eq

- 3.3
O 39

sendo kp a constante de Boltzmann e E, a energia de ativagao para processos difusivos,
geralmente tratada como uma constante. No entanto, o surgimento de técnicas experi-
mentais mais eficazes para o estudo dos mecanismos de reacdes quimicas e transporte
i6nico, que permitem acesso a medidas mais precisas mesmo para pequenas variacoes
de 1/T, tem revelado uma série de sistemas cujo comportamento desvia da linearidade
para o ajuste [n(D) x 1/T, o que sugere uma dependéncia da energia de ativacdo com a
temperatura.

Trabalhos experimentais recentes [55—-61] tém relatado um comportamento do
tipo ndo-Arrhenius para processos difusivos em liquidos superesfriados préximo a tem-
peratura de transicédo vitrea. Nestes materiais a curva experimental da difusividade em
funcédo da temperatura apresenta um desvio negativo da linearidade, o que caracteriza
um comportamento do tipo super-Arrhenius. Em particular, o procedimento experimental
adotado nos trabalhos de Matthiesen [55] e Smith [56], fornece medidas de difusividade
em funcao da temperatura que podem ser modeladas a partir de um exponencial gene-
ralizada. O objetivo deste trabalho consiste em fornecer uma interpretacéo fisica para o

comportamento nao-Arrhenius da difusividade em liquidos superesfriados.
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1.4. Modelo difusivo para liquidos superesfriados

Supondo um modelo unidimensional, considere C(x,?) a concentracdo de um li-

quido superesfriado cuja evolucdo dinamica obedece equacgao nao-linear de Fokker-Planck,

0 o (dU\, ] 0% .

para a qual, os coeficientes de arrasto e difusdo generalizados correspondem,

Di(x,C)=— (ﬂ)cm—l (3.5)
dx
e
Dy(x,C)=TC" ! (3.6)

onde U(x) é um potencial generalizado, I' € um parametro dependente da temperatura e
os expoentes m e n (ambos # 1) definem comportamentos néo lineares para a difuséo e
o arrasto. Desse modo, impostas as condicoes de regularidade para x — +oo, a solucéo

estacionaria é dada pela expressao,

1

Cs(T)=Col[l1-(n—m)f(THE]»-m (3.7)

onde Cj corresponde a uma constante de normalizacido parametrizada pela temperatura,
f(T)=C7 "/nT e E =U(x)—Ul(xg). Caso a equacéo 3.7 descreva o regime estacionario de
uma substéncia difusora, a barreira de potencial £ define a energia necessaria para con-
duzir a substancia do estado de maxima concentracéo, caracterizada pela concentracéo
inicial, ao regime de equilibrio dinamico. Para garantir a robustez do modelo, a condigdo
limite m — n deve recuperar a forma classica da equacdo de Arrhenius. Isto implica em
trés condigdes: n = 2, o que fornece um coeficiente de difusdo diretamente proporcional
a concentracao, Dy =I'C\ é independente da temperatura e f(T') ox 1/T. A partir de tais

condicoes, € possivel verificar que a taxa de variacao do coeficiente de difusdo (conforme
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a equacdo 3.6) com a temperatura corresponde a expressao,

m-2
1dDs _E (DS) 3.8

Dg dT ~ xT2\D,

onde Dy — Dg e x é uma constante de proporcionalidade. E possivel reescrever a equacao

3.8 na forma,

m-2
K [[nDgl=-E (&) (3.9)

0
o(3) Dy
O lado esquerdo da equacao 3.9 define uma energia de ativacdo generalizada
E¢ que depende da temperatura. E importante notar que no limite m — 2 tem-se que
E

s Zj—;. Por fim, a dependéncia explicita de E; com a temperatura é dada por,

E -1
EG:E[I—(2—m)—] (3.10)
xT

1.5. Aplicacoes

Como primeira aplicacdo do modelo proposto, serdao analisados os resultados des-
critos na referéncia [55], que propée uma metodologia experimental para caracterizar a
energia de ativacio e a difusividade em um liquido superesfriado préoximo da temperatura
de transicao vitrea T';. O método consiste em cobrir uma monocamada de um gas inerte
com um filme fino amorfo. O filme é aquecido acima da sua temperatura T, e passa a se
comportar como um liquido superesfriado, permitindo a permeacéo do gas inerte através
do filme.

Medidas de temperatura e taxa de permeacéo do gas sao utilizados para determi-
nar a difusividade do préprio liquido. A aplicacdo do modelo aos resultados experimentais
é ilustrada nas figuras 3.2(a) e 3.2(b). A linha pontilhada na figura 3.2(a) representa o
ajuste do modelo classico de Arrhenius (ver equacao 3.3) e a linha em vermelho ao ajuste
do coeficiente de difusdo generalizado do modelo proposto (y2 < 10~7). A figura 3.2(b)
exibe a energia de ativacdo, para a faixa de temperatura entre 100 < 7' < 350K, simulada

a partir da equacéo 3.10.
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Figura 3.2: Em (a), resultados experimentais para a medida de difusividade em liquidos superesfriados
(quadrados abertos). A linha em verde corresponde ao modelo usual de Arrhenius. A linha em vermelho
corresponde ao ajuste do modelo proposto (equacéo 3.9), para os dados de liquidos superesfriados e per-
meacdo do Kr. Em (b), simulagédo da energia de ativacdo como funcio da temperatura, usando a equacéo
3.10.
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A segunda aplicacdo do modelo consiste na analise dos dados da referéncia [56],
onde os autores investigaram a dependéncia da difusividade com a temperatura para
liquidos superesfriados com diferentes concentracées de metanol e etanol. O método ex-
perimental é o mesmo discutido anteriormente (ver referéncia [55]). Cada curva da figura
3.3 esta associada a uma diferente concentracdo da mistura metanol/etanol, os simbolos
correspondem a medidas de difusividade a partir da permeacao do kriptonio e as linhas
continuas ao ajuste do coeficiente de difusdo generalizado. Sendo ( )(2 <107%), a concor-

dancia entre os dados experimentais e o modelo proposto é satisfatoria.

'8 T T T T T ) T ) T
metanol
I e 0%
. 7%
10 | = 25% |
50%
A 65%
D r A 75%
o~ 93%
§ 1oL 100% |
Q X
o
o)
|
14 - _
-16 1 N 1 N 1 N 1 L 1

8,5 9,0 9,5 10,0 10,5
1000/T (K"

Figura 3.3: Ajuste do modelo generalizado para a difusividade obtida da permeacédo do Kr em camadas
de diferentes composi¢oes de metanol/etanol. Os pontos representam dados experimentais e as linhas
continuas o ajuste do modelo proposto.

1.6. Discussdo

O formalismo proposto garante uma interpretacao fisica para o comportamento
super-Arrhenius observado em processos difusivos de liquidos superesfriados préximo a
temperatura de transicao vitrea. O coeficiente de difusao, representado pela equacéo 3.6,
apresenta um ajuste satisfatério aos dados experimentais. Apesar da énfase em casos

que envolvem o comportamento super-Arrhenius, os casos sub-Arrhenius também podem
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ser interpretados a partir do formalismo proposto, onde o pardmetro de concavidade (ou

convexidade) é o expoente m. Em resumo, podemos constatar que:

* A difusividade e a energia de ativacédo sdo leis de poténcia da temperatura
absoluta.

* O limite m — 2 recupera a lei Arrhenius classica e a energia de ativacao de
Tolman, ou seja, trata-se de um caso particular da metodologia proposta.

* Os casos estudados fornecem pistas para uma descricdo fenomenolégica dos
desvios da lei de Arrhenius: moléculas muito préximas se movem cooperativa-
mente de forma que, qualquer que seja a energia de ativacéo, esta é suprimida

por processos de relaxacao.

O modelo parece ser uma ferramenta alternativa para a compreenséao dos proces-
sos que ocorrem no sentido inverso, ou seja, quando o liquido superresfriado é submetido
a uma reducéo de temperatura e transita para o estado vitreo — formacao de vidros. Por
fim, a equacédo 3.9 fornece insights sobre os fenomenos do tipo nao-Arrhenius, tais como

processos ndo-exponenciais.

2. Uma visao alternativa para a Cinética Quimica

2.1. Taxa de reacdo e equacdo de reacdo-difusdo

A velocidade de uma reacdo quimica, também denominada taxa de reacdo, é a
medida da variacdo temporal das concentracées dos elementos quimicos envolvidos na
reacdo — reagentes e produtos. Considere uma reacdo simples, dada pela equacio de

balanceamento,

A=B (3.11)

onde A e B sio os elementos quimicos que descrevem, respectivamente, o reagente e o
produto da reacdo. Simbolizando por C(7,t) a concentracdo instantdnea de uma subs-

tancia e supondo que a concentracao inicial de B é nula, o Principio de Conservacao da
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Massa é expresso por,

Ca(F,t)+Cp(7,1) = Ca(F,0) (3.12)

sendo C4(7#,0) a concentracio inicial do reagente. A variacéo total no tempo da equacéo
3.12 implica na igualdade entre as taxas, ou seja:

dCs _ dCp

= 3.13
dt dt ( )

A equacéo 3.13 esta sujeita as seguintes restricoes:
* A concentracdo do reagente diminui a medida que a reacdo quimica trans-
corre, ou seja, (dC4/dt) < 0. Consequentemente, (dCpg/dt) > 0.

* A variacio total no tempo de C(7,¢) é dada por,

d . . o, . S
aC(r,t) = &C(r,t) +VC.0 (3.14)

sendo U a velocidade de fluxo. A velocidade de reacéo corresponde ao primeiro
termo do segundo membro da equacéo 3.14. Definindo J = C? e considerando
V.3 =0 tem-se,

d

I
EC(r,t) = &C(r,t) +V.J (3.15)

sendo esta uma equacao de continuidade.
* A equacédo 3.15 é inomogénea uma vez que J néo contabiliza o balanco entre a
criacdo e a destruicao das moléculas da substancia durante a reacdo quimica.
Trata-se de um processo de reacdo-difusdo, ou seja, as moléculas que compoem a
substancia estdo sujeitas, simultaneamente, a fendémenos de transporte e a reagdes qui-
micas. Considere C(7,t) a concentracido de uma substincia contida em um determinado
volume V para o instante de tempo ¢. Apés um intervalo de tempo A¢, a quantidade total

de substancia para o mesmo volume, supondo um processo de reacao-difusao, é dada por,
f C(F,t+At)dV = f CF,t)dV - f J AdSAt+ f f(F 6)dV At (3.16)
\% 14 S |4

sendo J = J(7,t) a densidade de corrente associada apenas ao fluxo da substincia através

da superficie S — que enclausura o volume V — e f(¥#,¢) é uma espécie de densidade de
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reacdo por unidade de tempo, ou seja, contabiliza a quantidade resultante de substancia
no balanco entre criacao e destruicdo de moléculas devido ao processo de reacédo quimica.

A equacao 3.16 pode ser reescrita na forma:

f (C(?,t+ At)-C(7,¢)
v

)dV =— f J.AdS + f FF DdV (3.17)
At S \%

Conforme o Teorema de Gauss®, tem-se que,
f J.AdS = f V.Jdv, (3.18)
S \%4
e para o limite A¢ — 0, chega-se a equacéo:

f (E +V.J - f (7, t)) dvV =0 (3.19)
v\ Ot

Uma vez que V é arbitrario na equacao 3.19, cabe a condicéao trivial,
0 e 23 e
aC(r,t)+ V.J =f(#,¢), (3.20)

ou seja, a evolucdo dindmica da concentracdo é governada por uma equacido de conti-
nuidade inomogénea. Na pratica, apesar da generalidade da equacéo 3.20, as formas
explicitas das grandezas J e f(7,t) ndo sdo unicas e dependem, respectivamente, dos

fenomenos de transporte e dos tipos de reagdes quimicas envolvidos no processo.

2.2. EFP nado linear para processos de reacdo-difusdo

Combinadas as equacoes 3.13, 3.15 e 3.20, tem-se que,

fa(@,t)=—fp(#,t) (3.21)

30 fluxo de um campo vetorial através de uma superficie fechada S é igual a integral volumétrica do divergente
do mesmo campo, sendo o dltimo um tipo de densidade volumétrica de fontes de campo. Na fisica, o teorema é mais
conhecido por Lei de Gauss.
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Por hipétese, considere f(7,¢) = V.7i(7,t), onde 7)(¥,t) é um campo vetorial que néo

possui divergéncia nula. Deste modo, pelo Teorema de Gauss,

f FE DAV :f 7.AdS (3.22)
\%4 S

ou seja, o balanco entre a criacido e a destruicdo de moléculas da substancia para um
volume V é andlogo ao fluxo de 7j através da superficie S que encerra V. Desse modo, 7}
pode ser denominado de densidade de corrente de reagdo. As taxas de reacéo estabele-
cidas empiricamente correspondem a leis de poténcia da concentracéo e, por esta razao,
considere como segunda hipétese,

7i = —p(F)C” (3.23)

onde o expoente a esta associado a ordem da reacéo, ¢(¥) é proporcional ao gradiente
de uma energia potencial generalizada — que sera introduzida posteriormente. Por fim,

suponha que J obedece a lei de Fick, ou seja,
J=-TvC (3.24)

sendo o coeficiente de difusdo I' um parametro dependente da temperatura. Substituindo

as equacoes 3.23 e 3.24 na equacédo 3.20, obtém-se a expressao,
0 . = - a - =
&[C(r,t)] =-V. ((/)(r)C ) +I'V.vC (3.25)

que, em notacao de coordenadas, é dada por:

0 3.9 3. §%C
CeEn=-Y 2 [$:Co]+T 3.26
5 CPD =L 5 [9:C%+ i,jzzlaxiaxj (3.26)

A equacéo 3.25, correspode a uma EFP néo linear que descreve a evolucao dina-
mica da concentracdo do reagente em um processo de reacao-difuséo e cujos coeficientes

de arrasto e difusivo generalizados sdo, respectivamente,

Dq;(7,t,C) = p;(FHC* L (3.27)
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Dy; (7,t,C)=T (3.28)

A concentracdo nao dependera do tempo quando o processo de reacao-difusao
atingir o estado de equilibrio quimico, ou seja, C(7,t) — Cs(7) que corresponde a solugéo

estacionaria da equacio 3.25. Por sua vez, a equacéo 3.20 converge para a forma,
V.ds = fs(P), (3.29)

onde Jg(¥) e fs(¥) sdo, respectivamente, as densidades de corrente e de reacio estaciona-

rias. Ao estado de equilibrio quimico impde-se a restricéo,
f fs(dV =0 (3.30)
\%4

e isto implica que, para o regime estacionario, o campo vetorial 7(7,¢) corresponde a um
campo vetorial 7g(7) de divergéncia nula.

Neste novo contexto, a equacdo 3.29 pode ser reescrita na forma,
V.iis—V.dg=0 (3.31)

Imposta a condicdo de regularidade Cg — 0 para ¥ — +oco e pelas as equacgoes

3.23 e 3.24, conclui-se que 7jg — Jg =0. Por fim, chega-se a equacédo estacionaria,
~P(FICE+TVCs =0 (3.32)
cuja solucdo é uma exponencial generalizada,
1
E\|1T=
Cs(E)ZCO [1—01(1—&)(F)] (3.33)

onde Cj é a constante de normalizacao, C; = (1/3)C8‘_1 é um fator de escala e a energia £
é dada por,

E=- f HF).dF (3.34)
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e corresponde a energia necessaria para conduzir a substancia (reagente) da concentracao
inicial a concentracéo de equilibrio durante a reacdo quimica. Para o caso limite a — 1, a
equacédo 3.33 recai na forma,

Co(E) = Coe (3.35)

2.3. Aplicacaes

e Taxa de reacdo e constante cinética
Retomando a equacao de balanceamento 3.11, a concentracéo do reagente A obe-
dece a equacao dindmica descrita pela 3.25. Esta dltima pode ser reescrita na forma,

d - - .
5,Ca(,0) = ~(V.ga(NCG — aD1.VCx + IV2Cy (3.36)

sendo 51 = @A(F)Cg_l.

E importante notar que os dois dltimos termos do segundo membro da equacéo
3.36 estao associados a fenomenos de transporte, uma vez que, ambos estdo associados
ao gradiente da concentracdo. No entanto, o primeiro termo do segundo membro é direta-
mente proporcional a uma poténcia da concentracéo, tendo caracteristicas de um termo
de fonte, isto é, diretamente associado a reacido quimica. Neste contexto, se o gradiente da
concentracdo é pequeno tal que VC = 0, a evolugdo dinamica da concentracéo fora do equi-
librio quimico pode, em primeira aproximacio, apresentar o termo de fonte dominante,
isto é:

0 .o
&CA(F, )= —(V.pa(F)CY (3.37)

A equacéo 3.37 é equivalente a relacido empirica que descreve a taxa de reacéo e,

desta maneira, V.¢4(¥) define a constante cinética da reagdo quimica.

o Constante de equilibrio quimico

A partir da equacao 3.21, é facil verificar que:

fB(F,t)= V.74 (3.38)
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Por outro lado, uma vez que a concentracao de B (produto) aumenta com o trans-
correr da reacdo quimica, tem-se que fg(7,t) = —%.?)B, ou seja, a equacao 3.22 correspon-

dente a B comporta um sinal negativo para a integral de superficie. Desta forma,
fip =7a = $aCl = $sCh (3.39)

onde f define a ordem da reacdo para a substancia B. A equacédo 3.39 é valida néo ape-
nas durante o processo de reagdo-difusdo mas também para o equilibrio quimico. Desta

forma, para o regime estacionario a equacéo 3.39 assume a forma,
$a =¢BK (3.40)

sendo K = (Cg s/Cy S) a constante de equilibrio quimico. Supondo valida a equacéo 3.37

de modo que, ?.(ﬁ =k = cte, chega-se a relacao,

(3.41)

onde V.4 = kg4 é a constante cinética da reagao direta e V.¢pp = k,; é a constante cinética

da reacgdo inversa.

e Lei de Arrhenius
A lei de Arrhenius — que ja foi descrita na subsecédo 2.1 do presente capitulo —
define a dependéncia da constante cinética com a temperatura para o equilibrio quimico.

A equacédo 3.33 pode ser reescrita da forma,
1
Cs(T)=Co[1-C1(1-a)f(T)E]T-< (3.42)

onde f(T)=C1/T. A condigao f(T) x % garante que, para o limite a — 1, a forma classica
da equacédo de Arrhenius seja recuperada. Sob tal condicéo, é facil verificar que a taxa de

variagao da concentracdo com a temperatura corresponde a expressao,
1dCs E (Cg\*!
— =5 ( S) (3.43)

Cs dT ~ «xT2\Co
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sendo k uma constante de proporcionalidade. E possivel reescrever a equacao 3.43 na

forma,
_d_
d(7)

O lado esquerdo da equacio 3.44, a exemplo da equacédo 3.9, define uma energia

a-1
K [InC,l=-E (CS) (3.44)

Co

generalizada e dependente da temperatura, ou seja, Eq = E(Cg/Co)*~ L. Com base neste

ultimo resultado é facil verificar que, da equacéo 3.41, deriva-se a relacéo,

’KL[ZTLK] =—(BEpg—aE aq) (3.45)

d(7)
que equivale a equacéo de Van’t Hoff [35] e, portanto, o segundo membro esta associado
a energia livre de Gibbs da reacdo. Consequentemente, a partir das equacgoes 3.41 e
3.45, obtém-se uma versao generalizada da lei de Arrhenius, cujo equivalente a energia
de ativacido agora dependente da temperatura. Deste modo, sendo n a ordem da reacao,

tem-se as expressoes,

d
k——I[Inkl=-nEg (3.46)
d(7)
e,
E -1
Eq =E[1—(2—n)—] (3.47)
xT

imi E_E
onde, para o limite n — 1 tem-se que  — e

2.4. Discussd@o

O modelo de reacao-difusdo proposto contém em seu formalismo versoes genera-
lizadas das relacoes basicas previstas pela Cinética Quimica, quando aplicada a descricao
de uma reacdo simples. Tais relacoes estdo explicitadas nas equacoes 3.37, 3.41, 3.46 e
3.417.

A equacéao de Fokker-Planck construida é néo-linear apenas no termo de arrasto
0 que incorpora ao mesmo um comportamento de "fonte", ou seja, estao atreladas as infor-
macoes sobre a reacio quimica propriamente dita — o processo de criacdo-destruicédo dos

elementos quimicos que compdem a reacdo. Um aspecto interessante € que a solucéo para
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o0 equilibrio quimico emerge naturalmente do formalismo, suprimindo a necessidade de
diferentes modelos para cada estagio da reagiao — no contexto da Cinética Quimica usual,
as reacgoes direta e inversa presentes proximo ao equilibrio quimico ndo emergem natu-
ralmente da expressao que descreve a taxa de reacdo para o estagio inicial. As equacéoes
3.46 e 3.47 implicam numa energia de ativacio generalizada capaz de descrever o regime

super-Arrhenius e que contém a lei de Arrhenius usual como caso limite.

3. Comportamento nao-markoviano para corrosao localizada em dutos

3.1. Introducdo

Os processos corrosivos sdo as principais fontes de falhas em equipamentos e es-
truturas que compdem uma planta industrial e, por esta razio, o estudo de tais processos
constitui um forte ramo de pesquisa para a Engenharia de Confiabilidade [62]. Especi-
ficamente, tem sido de grande interesse a corrosio em dutos uma vez que, em qualquer
planta industrial, estes formam uma rede para o transporte de diferentes tipos de fluido
que atendem aos mais variados fins — transporte de combustiveis, matéria-prima e resi-
duos quimicos, sistemas de resfriamento ou aquecimento, entre outros.

Com o passar do tempo, processos corrosivos de diferentes tipos sdo detectados
tanto na face interna, por influéncia do fluido transportado, como na face externa, de-
vido a acdo do ambiente quimico em que o duto esta imerso. Desse modo, verifica-se
uma reducao significativa da espessura aumentando o risco de colapso por conta de pos-
siveis fissuras. Portanto, conhecer a dindmica de corrosdo permite a adocao de politicas
de seguranca e manutencio mais eficazes, minimizando o risco de acidentes e evitando a

interrupcéo da producéo.
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3.2. Corrosdo por pites ("Pitting”)

Segundo Burstein et al [63], a principal fonte de rupturas em dutos é o "Pitting",
isto é, um tipo de corrosio localizada caracterizada pela formacao de pocos ou “pites” (do
inglés pit, "poco"ou "cova") que podem apresentar pequena extenséo superficial e profun-
didade comparavel a espessura da tubulacido. As figuras 3.4(a) e 3.4(b) ilustram, respec-
tivamente, a formacéo de pites de corrosdo na face interna de uma tubulacgdo e a ruptura

do material provocada por este processo corrosivo.

(a) (b)

Figura 3.4: Em (a) corrosdo por pite na face interna de um duto e em (b) falha causada por este tipo de
corroséo. Fonte: http:/www.ryscocorrosion.com/gallery/

Os pites de corrosido variam quanto a forma, a profundidade, a largura e ao cres-
cimento relativo a superficie do material: o poco formado durante o processo corrosivo
pode apresentar uma abertura estreita e profundidade consideravel ou ser raso e largo;
pode crescer em paralelo a espessura do material ou crescer em paralelo a superficie;
pites secundarios podem ocorrer em um poco. Uma classificacdo mais completa para os
diferentes tipos de pitting foi estabelecida pela American Society for Testing and Materi-
als (ASTM) [64], sendo ilustrada na figura 3.5.

A corrosao por pites é caracterizada por dois processos principais: o primeiro
esta associado a formacao inicial do pite, sendo este um processo metaestavel, e o segundo
esta associado ao crescimento estavel da profundidade do pite no decorrer do tempo [65].
O pitting consiste em um fenémeno eletroquimico, geralmente associado a ruptura local

da camada passiva®, decorrente da presenca de anions ativos, sendo os cloretos os mais
b

4Trata-se de um revestimento natural, comum em superficies de metais e ligas metédlicas (tais como os agos inoxi-
déveis), que fornece alguma protegéo contra processos corrosivos. Na industria, técnicas de passivacgéo sdo aplicadas
sobre as ligas metalicas para o refor¢o desta camada.
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Estreito, profundo Raso, largo

Eliptico, irregular

Subsuperficiais

=
Horizontal

Vertical

Figura 3.5: Representacao dos principais tipos de pites segundo a classificacdo proposta pela ASTM (ima-
gem adaptada do relatorio original).

agressivos [66,67]. O processo corrossivo gera uma crescente concentracio de cations me-
talicos no poco o que, por sua vez, induz um processo de difuséo de anions para o interior
do pite. A presenca de agua fornece o ambiente quimico necessario para a formacéo de

acidos e hidroéxidos, resultando numa condicéo auto-catalitica para o processo de corrosao.

3.3. Dindmica estocdstica do Pitting

A descricdo da corrosao por pites como um processo de reacdo-difusao foi pro-
posta por Galvele [67,68]. O autor supds as concentragoes dos ions metalicos e produtos
da reacéo como func¢oes da profundidade do pite e caracterizou o fluxo por meio de densi-
dades de corrente estacionarias.

Trabalhos mais recentes, baseiam-se na proposicao de modelos estocasticos mar-
kovianos fundamentados na estatistica de valores extremos [65,69-71], uma vez que o
objetivo central é modelar o crescimento dos pogos mais profundos pois sdo os que ofere-
cem maior risco de ruptura em tubulacées. Neste contexto, os modelos adotados sugerem

que os valores de profundidade obedecem a distribuicées do tipo Gumbel [71,72].
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Tendo por base dados experimentais de profundidade de pites em dutos, Cama-
cho [73] propés um modelo markoviano para a degradacéo em tubulacées corroidas. O

modelo baseia-se em uma equacao de Fokker-Planck do tipo,

—=Ax—+B— (3.48)

onde A é uma constante, o coeficiente de arrasto corresponde ao termo linear —Ax e a
constante positiva B é o coeficiente de difusdo. Nao sé a solucédo estacionaria mas, tam-
bém, a solucéo transiente da equacéo 3.48 recai em uma distribuicdo gaussiana.

A modelagem proposta pela autora destaca-se por considerar um espaco de es-
tados continuo em contraposicdo a outros autores [65,70] mas, uma analise preliminar
das distribuicées de profundidade de pite, relatadas na referéncia [73], indica que a dis-
tribuicao gaussiana nao é a que melhor caracteriza os dados, principalmente os valores
mais afastados da média, para os quais o ajuste falha consideravelmente — os pocos mais
profundos néo sio os mais frequentes mas sdo os que oferecem maior risco de ruptura.
Por outro lado, para trés das quatro distribuicoes de profundidade disponiveis no banco
de dados, observa-se um comportamento do tipo cauda longa.

Com base no exposto, propoe-se um modelo alternativo baseado na equacéo de
reacao-difusdo 3.25, o que permite caracterizar a dindmica estocastica do pitting como
um processo nao-linear de Markov, cujas distribuicoes de profundidade de pites maximi-

zam a g-entropia da Mecanica Estatistica Nao-Extensiva.

3.4. Base de dados

A base de dados foi obtida para um duto de aco inoxidavel, com 6,0 milimetros
de espessura e submetido a fluxos de d4gua em regime laminar. Estes dados, os mesmos
listados na referéncia [73], correspondem a quatro séries de medicoes de profundidade
para 246 pontos de corrosao distribuidos ao longo de uma secdo de 150 metros. Cada
série foi obtida por meio de uma inspe¢ao com o instrumento PIG (Pipeline Inspection
Gauge) aplicando-se a técnica de MFL (Magnetic Flux Leakage). A secdo inspecionada

corresponde a uma linha de servigo de 4gua tipica em usinas nucleares PWR (do inglés,
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"Power Water Reactor") e as inspecoes ocorreram em intervalos regulares de trés anos.
A distribuicéo das profundidades ao longo do comprimento da secéo, para cada uma das

quatro séries, é ilustrada pela figura 3.6. Conforme a referéncia [73], os dados corres-
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Figura 3.6: Distribuicéo das profundidades dos pontos de corrosdo ao longo de uma secéo de 150 metros
de uma linha de servico de dgua. Cada patamar observado no grafico corresponde a uma inspecéo por PIG
MFL. As quatro inspec¢des foram realizadas ao longo de doze anos.

pondem a um dos exemplos descritos no relatério produzido pela Electric Power Research
Institute, o EPRI Final Report 2005 [74], cujo contetido apresenta uma série de métodos e
aplicagoes para o gerenciamento do ciclo de vida de linhas de servico de 4gua em sistemas

de usinas nucleares norte-americanas.

3.5. A distribuicdo Q-gaussiana

A familia de distribuicoes de probabilidade que maximiza a entropia de Tsallis
corresponde a exponenciais generalizadas ou g-exponenciais, conforme a discusdo na se-
cao 2.2 (subsecdo 2.2.2). Tomando o caso unidimensional, a generalizacdo da distribuicao

gaussiana, no contexto da estatistica de Tsallis, é a gq-gaussiana,

P(x) = Al - B(1 - g)(x — x0)2]T7 (3.49)
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onde A é a constante de normalizacdo, B é um fator de escala associado a largura da
distribuicéo, g é o indice entrépico da Estatistica de Tsallis e x( é o primeiro momento da

distribuicéo, caso 1 < g < 3. Para o limite ¢ — 1 a distribuicdo gaussiana é recuperada.

3.6. Andlise dos dados

A figura 3.7 ilustra a distribuicdo de profundidades para a primeira inspecéo,
realizada apés trés anos de servico. Os pontos representam os dados experimentais e o
grafico esta em escala logaritmica. O ajuste linear (curva em cinza) sugere que a distri-
buicdo de profundidades corresponde a uma lei de poténcia. Este resultado implica que,
sempre relativo a profundidade média da distribuicéo, pocos rasos sdo bastante comuns

neste estagio mas pocos profundos sdo eventos raros.

100 -

Frequéncia
=

Profundidade (mm)

Figura 3.7: Distribuicio de profundidade para os pites de corrosdo no duto apés trés anos de servigo. Os
pontos representam os dados experimentais e curva continua é um ajuste linear. O ajuste sugere que a
distribuicéo é caracterizada por uma lei de poténcia.

As demais inspecoes — realizadas aos seis, nove e doze anos de servico — apresen-
tam um comportamento diferente para distribuicoes de profundidade, conforme ilustram
as figuras 3.8(a), 3.8(b) e 3.8(c). o ajuste da distribuicdo gaussiana (curvas em cinza) nao
mapeia as frequéncias mais baixas em nenhuma das séries experimentais. Por sua vez,
a distribuicdo g-gaussiana (curvas em preto) apresenta um ajuste satisfatério aos dados

experimentais.
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Frequéncia

Frequéncia

Frequéncia

Figura 3.8: Distribuicio das profundidades dos pites apés (a) seis, (b) nove e (¢) doze anos de servigo. Os
pontos representam os dados experimentais, a linha cinza o ajuste da distribui¢do gaussiana e a curva
em preto o ajuste da distribui¢do q-gaussiana. Para udltima, 1,63 < ¢ < 2,15 e o coeficiente de Pearson
R =0,99. Os parametros ANOVA para as distribui¢oes q-gaussianas séo (a) F =5348,12 e Prob.r =0, (b)
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F =4780,17 e Prob-r =59710,12, (c) F =2584,03 e Prob-r =51310,11.
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Os resultados evidenciam que as distribui¢ées de profundidade apresentam um
comportamento do tipo "cauda longa", ou seja, apesar da frequéncia reduzida, o nimero
de dados que estdo fora da regido central da distribuicdo é consideravel e os mesmos
correspondem aos pites mais profundos. Deste modo, um modelo estocastico baseado na
equacdo 3.48 nao se aplica ao problema em questdao. Por outro lado, a distribuicao de
profundidades ndo muda significativamente de forma entre seis e doze anos de servico, o

que sugere um comportamento quase estacionario.

3.7. Modelo estocdstico

O processo de reacao-difusao que caracteriza a corrente iénica no interior do poco
modula a taxa de crescimento da profundidade do pite. Deste modo, é valido modelar a
evolucao dinamica da distribuicdo de profundidades através de uma equacido analoga a
3.25. Simplificando o problema para o caso unidimensional — o pite considerado é estreito

e profundo — tem-se a expresssao,

2[C( t)]——i[ ( )Cq]+rﬁ[c] (3.50)
o ot Ox('bx 0x2 '

onde g € o indice entrépico e I' é o coeficiente de difusivo — uma constante positiva.

A solucao estacionaria para a equacao 3.50 é dada por,

1

Cs(E)=Cy [l—Cl(l—q)(—%f(p(x)dx) e (3.51)

. L -1 .
onde Cy é a constante de normalizacdo, C; = Cg é um fator de escala. A q-gaussiana
figura como solucédo estacionaria se ¢(x) = —y(x —x¢), 0 que caracteriza um processo esto-

castico do tipo Ornstein-Uhlenbeck [3].
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3.8. Discussdo

Os dados experimentais analisados sugerem que a evolugdo temporal da distri-
buicdo de profundidade de pite ndo pode ser completamente caracterizado por um pro-
cesso de Markov usual (cadeias lineares). Um melhor ajuste aos dados experimentais é
obtido se o pitting for modelado como um processo estocastico cuja evolucao dinamica da
distribuicdo de profundidade de pite obedece a EFP néo linear descrita pela equacéo 3.50.
Tal equacéo esta associada a um caso particular da equacéo de reacao-difusao 3.25 e tem
como solucéo estaciondria a g-gaussiana, o que permite a interpretacdo termodindmica

deste tipo de corrosio através da Mecanica Estatistica Nao-Extensiva.

4. Nao-extensividade em sistemas astrofisicos

4.1. Fontes césmicas de raios X

A dindmica da evolucao do Universo é marcada por eventos extremos caracteri-
zados pela absorcao e emissao de quantidades absurdas de energia e matéria, temperatu-
ras da ordem de milhdes de graus kelvin e campos gravitacionais e magnéticos intensos.
Neste contexto, processos difusivos de particulas atomicas a velocidades relativisticas
estdo diretamente associados a emissao de fotons de altas energias, tais como raios X
ou gama [75,76]. O pico do espectro de emissdo encontra-se na faixa de raios X para
fontes césmicas onde predominam processos de acrecdo de massa, isto é, o sistema astro-
fisico é composto por um corpo central massivo capaz de gerar um campo gravitacional
intenso, atraindo matéria estelar que passa a orbitar o corpo central em alta rotacio e
formando uma estrutura achatada denominada disco de acrecdo [77]. Uma concepc¢ao
artistica deste tipo de sistema é ilustrada na figura 3.9.

A matéria no disco de acrecdo é gradativamente sugada pelo corpo central atra-
tor que, devido ao acréscimo de massa, tem aumentada a intensidade do seu campo gravi-
tacional. Consequentemente, ocorre um aumento da velocidade orbital do disco. Seja pela

acao de forcas de friccdo ou por efeito da energia gravitacional, a temperatura do disco
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Figura 3.9: Concepcéao artistica de sistema binario onde ocorre a formag¢édo de um disco de acregdo. Fonte:
http://en.wikipedia.org/wiki/Astrosat
tende a valores extremamente elevados, principalmente nas regides préximas aos poélos
magnéticos do corpo central massivo. Tal quadro propicia as condi¢ées necessarias para
a emissao de fétons de raios X, seja devido a elevada temperatura do disco ou quando
particulas atémicas entram em contato com a superficie do corpo central massivo.
Basicamente, as fontes césmicas de raios X constituem sistemas bindrios de es-
trelas ou galdxias de niicleo ativo (sigla em inglés, AGN) cuja distincao esta associada a

natureza do corpo central. Dentre as varias connhecidas, destacam-se [77]:

* Bindrios de Raios X: objetos astrofisicos compostos por uma estrela de néu-
trons ou um buraco negro que tem a sua massa acrescida pelo material de
uma estrela companheira normal — a figura 3.9 é uma representacio deste
tipo de sistema.

e Varidveis Cataclismicas: sdo sistemas binarios compostos por uma estrela and
branca — denominada primaria — e uma estrela and vermelha — denominada
secundaria. As estrelas anés constituem o dltimo estagio de evolucédo de estre-
las ndo muito massivas®. A distancia orbital entre as componentes do sistema
binario é pequena, aproximadamente do diAmetro da estrela maior, e tal pro-

ximidade produz uma elevada velocidade orbital e efeitos de maré intensos

50 sol, em seu estdgio final, se transformarda em uma an branca.
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que contribuem para a deformacao das componentes do sistema.

* Pulsares: sdo estrelas de néutrons cujos os campos gravitacionais intensos e
a elevada rotacdo em torno do proéprio eixo produzem explosoes periddicas e
regulares de radiacédo eletromagnética. A energia da radiacédo é concentrada
em um fluxo de particulas eletromagnéticas que séo ejetadas a partir dos pélos
magnéticos da estrela a velocidade préxima da luz.

¢ Supernovas: explosdes cosmicas colossais decorrentes do colapso de estrelas
extremamente massivas.

* Galdxias: sao aglomerados compostos por milhdes ou mesmo bilhdes de es-
trelas que sao classificadas, quanto a morfologia, como elipticas, espirais ou
irregulares. A emisséo de raios X por galaxias se deve ndo apenas as diver-
sas fontes que o compde, como as anteriormente citadas, mas também esta
associada as atividades do seu nicleo.

* Blasares: constituem uma classe de objetos exéticos, provalvelmente galaxias,
que apresentam um ntcleo muito brilhante e compacto. Tém como principais
caracteristicas a extraordinaria variabilidade em curtos periodos de tempo,
luz polarizada, e um espectro ndo-térmico sem linhas de emisséo ou absorcao.

* Quasares: No modelo mais aceito, sdo galaxias com um nucleo ativo composto
por um buraco negro central que acreta gas e estrelas da sua vizinhanca, emi-
tindo intensa radiacdo enquanto a matéria se acelera. Com o disco de acrescéo
espiralando para o nucleo, parte da matéria é ejetada por conservacio de mo-
mento angular. Quando o buraco negro consumir toda matéria circundante,

ele cessara de emitir.

4.2. Satélite Rossi X-ray Timing Explorer (RXTE)

E evidente que a deteccéo de fétons de alta energia consiste em uma valiosa fonte
de informacéo sobre a dindmica do Universo. Entretanto, uma vez que a atmosfera ter-
restre absorve radiagao de alta energia, somente a partir da década de 60, com o advento
da era espacial, o uso de instrumentos a bordo de satélites possibilitou o aprimoramento

das técnicas de deteccéo.
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Um importante avanco no estudo da emisséo de raios X por fontes césmicas ocor-
reu em 1995, quando a National Aeronautics and Space Administration (NASA) lancou
ao espaco o satélite Rossi X-ray Timing Explorer (RXTE) cuja finalidade é a deteccéo e o
monitoramento de longo prazo de fontes emissoras de raios X. Desde entéo, os dados cole-
tados pelo RXTE (ilustrado na figura 3.10(a)) tem sido uma importante fonte de pesquisa
e impulsionado os campos da Cosmologia e Astrofisica. A bordo do RXTE encontram-
se quatro instrumentos, dentre os quais destaca-se o All Sky Monitor (ASM). A meta
principal do ASM ¢ alertar sobre o aparecimento de emissores transientes de raios X e
monitoramento constante de fontes luminosas de raios X. O ASM consiste de trés céa-
meras montadas de forma a permitir um passeio de rotacao motorizado para monitorar
diferentes regioes do espaco. Cada camera é capaz de varrer o céu e mapea-lo. O ASM

acumula histogramas das contagens de raio X guardados como uma funcéo de posicao.

CENTRAURUS A

GALACTIC JET

(b)

Figura 3.10: Em (a), foto do RXTE, durante o processo de montagem. Em (b), imagem em cores falsas do
jato de raios X emanado do centro da galaxia Centaurus A.Fonte: http://heasarc.gsfc.nasa.gov/docs/xte

4.3. Propriedades estocdsticas em curvas de luz de raios X

A analise das curvas de luz de raio X correspondentes a variaveis cataclismi-

cas, sistemas binarios de raios X, pulsares e quasares, indica um comportamento similar
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quanto as leis de poténcia presentes nas correlacées de longo-alcance [78,79], apesar das
caracteristicas fisicas que distinguem os sistemas entre si. Os resultados obtidos sugerem
também que as fontes astrofisicas de raios X apresentam auto-afinidade, sendo este um
comportamento universal [79]. Essas correlacées de longo alcance foram aplicadas em si-
mulacoes de sistemas auto-gravitantes [80], na analise da distribuicao de galaxias [81] e
na caracterizacao de auto-similaridade em regioes ativas solares ("manchas solares”) [82].
Para os sistemas binarios de raios X [12, 78,83] a auto-afinidade em suas curvas de luz
foi observada e a invariancia por escala é definida pela taxa de adicao de massa ao disco
de acrecao.

Tais caracteristicas indicam um comportamento nao-extensivo associado as fon-
tes cosmicas de raio X, o que permite o analise de sistemas auto-gravitantes em termos do
formalismo de Tsallis, através do estudo das propriedades estatisticas das distribuicoes

de intensidade de raio X provenientes das mais variadas fontes astrofisicas.

4.4. Andlise dos dados

Foram analisados dados de 142 fontes c6smicas dentre galaxias, supernovas re-
manescentes, pulsares, variaveis cataclismicas e blasares, todos coletados pelo instru-
mento ASM, a bordo do satélite RXTE. E importante frisar que a base de dados é de do-
minio publico. Basicamente, foram produzidos histogramas das intensidades e ajustadas

aos dados as distribuicoes gaussiana e q-gaussiana, sendo a ultima dada pela equacéo,
9y
Ps(I)=Cy[1-C1(1— @) - Ip)*] 7 (3.52)

onde Cy, C1, Iy e g sdo parametros de ajuste. O sub-indice S indica que a distribuicao
é estacionaria. A forma da distribuicdo de intensidades para todas as fontes estudadas
corresponde a distribuicédo q-gaussiana e em todos os casos o indice entrépico é maior que
a unidade. Este resultado implica em distribui¢des que maximizam a entropia de Tsallis
permitindo uma interpretacao fisica com base na Mecanica Estatistica Nao-Extensiva.
Como exemplo, vé-se na figura 3.11 a distribuicao de intensidades de raio X emitidos pela

supernova remanescente Puppis A. A distribuicdo gaussiana (curva em cinza) falha em
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Figura 3.11: Ajuste da q-gaussiana para a supernova remanescente Puppis A. Os circulos representam
o histograma da intensidade de raio-X, a curva em preto é a g-gaussiana ajustada e a curva em cinza
corresponde ao ajuste da distribuicdo de Gauss. O indice entrépico obtido é g = 1,34.
ajustar valores menos frequentes, um forte indicio de que a distribuicéo é do tipo cauda
longa. Por sua vez, a distribuicdo q-gaussiana, dada pela equacéo 3.52, prové um ajuste
satisfatorio aos dados — o coeficiente de Pearson é R = 0.999 e a analise de variincia
(ANOVA) fornece os valores F' > 20000 e Prob.r = 0. A figura 3.12 apresenta os valores
médios e respectivas flutuagoes para os indices entrépicos ¢ associados a cada tipo de
fonte césmica estudada. Vé-se que a condicdo g > 1 se aplica a todos os casos estuda-
dos e é um forte indicio de uma dinédmica ndo-extensiva para tais sistemas astrofisicos.
Outro aspecto marcante é a evidéncia de um comportamento universal para o indice en-
tréopico. Os valores médios obtidos foram g = 1,42 + 0,06 (supernovas remanescentes),
gm = 1,42+0,05 (galaxias), gy = 1,42+ 0,05 (variaveis cataclismicas), gy = 1,42+ 0,05

(blasares) e g3 =1,41+0,05 (pulsares).

4.5. Andlise da q-entropia

A g-entropia para os diferentes sistemas astrofisicos é calculada a partir da equa-

(3.53)
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Figura 3.12: Valores médios e respectivas flutuacoes dos indices entrépicos para os diferentes sistemas
astrofisicos estudados.

onde as probabilidades p; foram determinadas a partir dos histogramas. Um comporta-
mento interessante emerge da relacdo S, x g, conforme ilustra a figura 3.13. O gréfico de
disperséo evidencia uma tendéncia linear e o ajuste linear (curva em vermelho) forneceu
os coeficientes a = —1,42+ 0,03 (angular) e b = 3,30+ 0,05 (termo independente). o coe-

ficiente de Pearson é R = 0,94. Tal tendéncia é dedutivel da equacéo 3.53. O somatorio

1,2

1,2 1,3 1,4 1,5 1,6

Figura 3.13: Grafico da g-entropia em funcéo do indice entrépico para todas as fontes astrofisicas estu-
dadas. Os simbolos correspondem aos valores de S,Tq calculados a partir do nosso banco de dados. A linha

continua corresponde ao ajuste linear dos dados.

pode ser reescrito através da relacao p? = p;el@~Dinl o em seguida, uma expanséo em
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série de poténcias da funcio exponencial fornece a equacéo:

Sq w q- 1 w 9
—===) piln(p)—=——) pi(n(p;)*+... (3.54)
k i=1 2 3

onde a condicéo ) p; =1 foi aplicada. Claramente, no limite ¢ — 1 a equacéo 3.54 conduz

a estatistica de Boltzmann-Gibbs. A aproximacédo da série acima para o termo linear em

(g — 1) fornece uma relacéo do tipo S,/k = —Aqg + B onde os coeficientes sdo dados pelas

expressoes:
1Y 9
A=2) pilln(p,) (3.55)
i=1
1¥ W
B=3 > piln(p))* - ) piln(p)) (3.56)
i=1 i=1

4.6. Discussd@o

As distribuicdes de intensidade de raio X obedecem a g-gaussianas, ou seja, sdo
distribuicoes de cauda longa cujos os valores obtidos para q evidenciam a nédo-extensividade
das fontes astrofisicas de raios X. A universalidade para o comportamento nao-extensivo
— apresentando ¢ = 1.418 +£0.007 como o seu valor esperado para as 142 fontes — é um re-
sultado relevante tendo em vista a diversidade de fontes césmicas e, consequentemente,
dos processos de producéao de raios X. Por outro lado, apesar da relacdo das distribuicoes
g-gaussianas com os campos auto-gravitantes das fontes astrofisicas, a ndo-extensividade
discutida aqui tém origens diferentes da ndo-gaussianidade observada na inflacao cos-
mica® [84]. Por fim, a relacéo linear entre a entropia Tsallis e o indice entrépico sugere

que, quanto mais entrépico o sistema astrofisico, menos extensivo o sistema sera.

6Expanséo extraordinariamente rapida do universo ocorrida uma fracdo de segundo apés o Big Bang. E a origem
primordial das flutuagdes cosmolégicas.
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Conclusao

1. Resultados

Nesta tese demonstrou-se a aplicabilidade de equacdes néao-lineares de Fokker-
Planck, associadas a formas entrépicas néo-aditivas, para a construcao de modelos apli-
caveis a sistemas complexos regidos por uma dindmica estocastica. A generalidade das
g-exponenciais permite a caracterizacao das distribuicées do tipo cauda longa que comu-
mente estdo associadas a variavel estocastica, mesmo quando um estado de equilibrio
dinamico, correspondente ao regime estacionario da equacio de continuidade, é atingido.
A modelagem proposta se estende a casos cuja a dindmica estocastica é de natureza nao-
markoviana.

Além disso, o estudo permite uma interpretacao fisica para o termo de arrasto
nédo-linear na equacéo de Fokker-Planck, estando este associado um efeito de fonte. Neste
contexto, demonstrou-se que processos de reacao-difusdo podem ser associados a uma
EFP nao-linear (ver equacdo 3.25) apenas para o termo de arrasto, sendo este capaz de
contabilizar os efeitos da reacdo quimica para a evolugdo temporal da concentracdo. E
importante salientar que, enquanto a conexdo entre a difusdo anémala e uma equacao
de Fokker-Planck nao-linear no termo difusivo é bastante difundida, a proposicao de mo-
delos com o termo de arrasto ndo-linear é pouco explorada na literatura, sendo inédita a
interpretacéo fisica abordada neste trabalho.

Por fim, dentre as aplicacoes tratadas na tese, os modelos adotados permitiram

as seguintes conclusodes:

* A energia de ativacdo é uma funcéo da temperatura para processos difusivos
em liquidos superesfriados, exceto para o caso limite m — 2. O coeficiente
de difusao é diretamente proporcional a concentracédo da substancia e emerge
do formalismo uma expressao generalizada da lei de Arrhenius para difusivi-

dade, sendo a sua forma classica recuperada para o caso limite supracitado.
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* As equacdes basicas da Cinética Quimica podem ser derivadas a partir de um
modelo de reacdo-difusdo, correspondente a uma equacédo de Fokker-Planck
nio-linear, cuja nao-linearidade é identificada apenas para o termo de ar-
rasto. A expressdo usual para a taxa de reacédo fora do equilibrio é obtida
para a condicdo VC = 0 neste estdgio da reacdo. A constante de equilibrio
quimico emerge naturalmente do formalismo, sem a necessidade de modelos
adicionais ou consideracées empiricas. A lei de Arrenius classica consiste ape-
nas num caso particular, emergindo uma energia de ativacdo generalizada e
dependente da temperatura, analoga a obtida para fluidos superesfriados.

* A adogao de um modelo nao-aditivo para a descricido do processo de corrosio
por pites, fornece uma distribuicao de probabilidade que apresenta um melhor
ajuste aos dados experimentais, se comparado a um modelo estocastico mar-
koviano, tal como o proposto na referéncia [73]. O modelo porposto, descrito
pela equacao 3.50, favorece estatisticamente os valores que estao na cauda da
distribuicdo — os mais profundos e, portanto, os que oferecem maior risco a
integridade do duto. O modelo sugere um comportamento ndo-markoviano e
ndo-extensivo para a corrosdo por pitting.

* Fontes cosmicas de raio X sdo ndo-extensivas, as distribuicdes de intensi-
dade obedecem a distribuicdo g-gaussiana e o indice entrépico ¢ da estatis-
tica de Tsallis, calculado para as fontes estudadas, apresenta um comporta-
mento universall. A g-entropia decresce linearmente com o aumento de g,
sugerindo que, quanto mais entrépico o sistema astrofisico, menor a sua néo-

extensividade.

2. Limitacoes

A equacao de Fokker-Planck, mesmo para um processo nao-linear de Markov, cor-
responde apenas aos dois primeiros termos da expansao de Kramers-Moyal (ver capitulo

2, secao 2.1), expressa pelas equacoes 2.32 e 2.37. Também é possivel tratar a equacao

10 valor universal encontrado para g encontra-se no intervalo de valores para os quais a variancia é dada pelo
segundo momento da distribuicio.
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de Fokker-Planck como um caso particular de uma equacéo de continuidade mais geral,
denominada equacdo mestra [3].

Os casos experimentais explorados, ou estdo associados a estados de equilibrio
ou, com boa aproximacéo, podem ser tratados como processos de quase equilibrio, o que
permitiu restringir a andlise ao regime estacionario da equacédo de Fokker-Planck néo-
linear, cuja solucgao é facilmente obtida por métodos analiticos. Os modelos estocasticos
propostos correspondem a processos do tipo Ornestein-Unlenbeck (ver capitulo 2, secéao

2.3), ou seja, o potencial generalizado é quadratico (ver equacdes 2.73 e 2.75).

3. Perspectivas Futuras

As séries temporais de fontes cosmicas de raios X descrevem um processo esto-
castico decorrente do fluxo de fétons, uma vez que, a intensidade da radiacdo é direta-
mente proporcional ao nimero de fétons absorvidos por unidade de area e unidade de
tempo. Esta dindmica estocastica origina-se de processos quanticos de emisséo de fétons
de alta energia e, com base nos resultados experimentais, tal dinidmica pode ser descrita
por equacoes de continuidade pertencentes a classe descrita pela equacao 2.75. Mesmo
que o indice entrépico apresente um comportamento universal, a interpretacéao fisica dos
coeficientes generalizados pode fornecer uma compreensio mais clara sobre a relagéo en-
tre os campos auto-gravitantes e a emissao de fétons por tais fontes astrofisicas.

A evolucido dinamica de um processo estocastico pode ser simulada a partir das
solugoes transientes correspondentes a classe de equacoes 2.75, algo que néo foi explo-
rado neste trabalho de tese. Os modelos nao-aditivos dependem dos valores assumidos
pelos expoentes e do potencial generalizado que caracterizam os coeficientes de arrasto e
difusivo (ver equacoes 2.73 e 2.74). Ao mesmo tempo que a escolha de tais parametros de-
pendem do sistema a ser modelado, os mesmos definem as propriedades das distribuicoes

de probabilidade obtidas, revelando o o grande potencial da modelagem fisica proposta.
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