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Resumo

A teoria dos processos estocásticos permite a construção de modelos que, sob certas
restrições, podem descrever a evolução de sistemas dinâmicos complexos. Em geral,
propriedades como auto-similaridade, correlações de longo alcance, criticalidade auto-
organizada, entre outros, estão associados a uma dinâmica estocástica de natureza não-
markoviana, caracterizada por densidades de probabilidade que correspondem a distri-
buições do tipo “cauda longa” mesmo para o regime estacionário, este último associado a
um estado de equilíbrio dinâmico do sistema. O trabalho de tese consistiu na proposição
de uma modelagem física para sistemas ou processos estocásticos que é aplicável a casos
não-markovianos. Basicamente, foram propostas equações de continuidade capazes de
descrever a evolução dinâmica da densidade de probabilidade associada a variável esto-
cástica. Neste contexto, as densidades de probabilidade emergentes do formalismo são
soluções de equações não-lineares de Fokker-Planck que, para o regime estacionário,
maximizam formas entrópicas não-aditivas, especificamente a entropia de Tsallis.
Foram elaborados modelos para: Difusividade em líquidos superesfriados – o desvio de
linearidade para o ajuste de Arrhenius, quando mensurada experimentalmente a depen-
dência do coeficiente de difusão como a temperatura, emerge como um resultado natural
do modelo proposto que, por sua vez, contém o comportamento clássico como um caso li-
mite; Cinética Química – a partir de um modelo de reação-difusão, correspondente a uma
equação não-linear de Fokker-Planck, é proposta uma abordagem alternativa para a Ci-
nética Química, onde resultados clássicos (taxa de reação, constante de equilíbrio e lei de
Arrhenius) são obtidos, e uma generalização para o ajuste de Arrhenius é evidenciada;
Corrosão localizada ou "pitting"em dutos – a análise de dados experimentais sugere um
comportamento do tipo cauda longa para distribuições de profundidade de pites, que é
explicado a partir de um modelo de reação-difusão não-markoviano; Fontes cósmicas de
raios X – distribuições de intensidade de raios X para diferentes fontes cósmicas obede-
cem a distribuição q-gaussiana sendo o índice entrópico, na média, universal.

Palavras-Chave: não-markoviana, Fokker-Planck, não-aditivas, entropia de Tsallis, Ar-
rhenius, pitting, raios X.
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Abstract

The dynamic of complex system has been modelling by the theory of stochastic process.
In general, properties such as self-similarity, long range correlations, self-organized criti-
cality, among others; they produce a non- Markov stochastic dynamic, whose probability
density are characterized by long tail distributions, even for the its stationary state. It
was associated with a state of dynamic equilibrium of the system. The work propose
a physical system modelling whose stochastic dynamics comes from features of a non-
Markov process, that culminate in the proposition of continuity equation for the proba-
bility density, that is associated with random variable that it characterizes the stochastic
process under study. In this context, the densities of emerging formalism likely are solu-
tions of the nonlinear equations of Fokker-Planck that, for the steady, maximizes non-
additive entropic forms, specifically the entropy of Tsallis. Models have been cons-
tructed for the following issues: Diffusivity in liquids in supercooled states – where the
linearity deviation for adjusting Arrhenius, when it experimentally measured depen-
dence of the diffusion coefficient as temperature, it emerges as a natural product of the
model that, in turn, contains the classic behavior as a limiting case; Chemical Kinectics –
from a reaction-diffusion model, it corresponding to a non-linear Fokker-Planck equation,
we propose an alternative approach to chemical kinetics where classical results (reaction
rate, equilibrium constant and Arrhenius law) are obtained, and a generalization to the
Arrhenius it is evidenced; Pitting in ducts – the experimental data analysis suggests a
behavior long tail type for deep pits distributions, which it is explained from a reaction-
diffusion model non-Markov; Cosmic X-ray sources – x-ray intensity distributions for
cosmic sources obey the distribution q-Gaussian and the entropic index present an uni-
versal behavior.

Key-words: non-Markov, Fokker-Planck, non-additive, entropy of Tsallis, Arrhenius,
pitting, X-ray.
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Capítulo Um

Introdução

1. Sistemas dinâmicos complexos

Sistema é um conjunto de unidades, concretas ou abstratas, interconectadas e

interagentes funcionando como um todo organizado e que são capazes de produzir uma

propriedade emergente, ou seja, uma resposta coletiva. Esta definição tem um caráter

genérico e abrange às mais diversas áreas do conhecimento, tais como a Física, Química,

Engenharias, Biologia, Ciências Sociais, entre outras. Geralmente, a resposta coletiva se

traduz por meio de grandezas globais que caracterizam completamente o sistema e que

são consequências das interações entre as unidade que o compõe. Por exemplo, a pres-

são interna de um gás resulta das colisões moleculares com a parede do recipiente que

o contém e a sua temperatura é proporcional a média estatística da energia cinética por

molécula. O estado do sistema é completamente caracterizado quando são atribuídos va-

lores a um determinado conjunto de grandezas globais. Caso o estado varie com o tempo

o sistema é dito dinâmico.

Quando a resposta coletiva corresponde à superposição de efeitos locais é possível

modelar o sistema dinâmico a partir de uma teoria reducionista1, a exemplo do mecani-

cismo presente no campo da Física, para a qual o comportamento do todo é uma con-

sequência natural de suas partes vistas isoladamente. No entanto, há uma vasta gama

de sistemas que estão submetidos a interações locais cuja a resposta coletiva gerada não

pode ser descrita em termos de um princípio de superposição linear2 e, portanto, fogem

ao escopo de uma teoria reducionista. Sistemas dinâmicos que se enquadram no segundo

caso são denominados complexos.

Sistemas dinâmicos complexos apresentam uma variedade de propriedades, nem
1O conceito elementar do reducionismo é que "o todo é conjunto das suas partes”. Desse modo, o estudo das propri-

edades de um sistema a partir das propriedades de seus constituintes básicos, a explicação de um fenômeno natural
através de alguns poucos princípios de uma teoria científica, ou mesmo a crença de que todos os fenômenos da natureza
podem ser explicados cientificamente, constituem idéias reducionistas.

2A complexidade pode surgir quando as interações locais são não-lineares ou, por outro lado, quando a resposta
coletiva é não-linear, apesar das interações locais serem lineares.

1



Capítulo Um 1.1. Sistemas dinâmicos complexos

sempre comuns, dentre as quais pode-se destacar as seguintes: [1]:

• É composto por um número muito grande de unidades interagentes, onde

cada unidade interage localmente acessando apenas um pequena porção do

sistema. Geralmente, o sistema é aberto interagindo com o ambiente externo.

• Caos: Interações locais não-lineares induzem o sistema complexo a instabi-

lidade dinâmica, traduzida em termos de um comportamento imprevisível e

sensível às condições iniciais: dois processos gerados por condições iniciais li-

geiramente diferentes conduzem a estados completamente distintos após um

tempo suficientemente longo.

• Auto-similaridade: A medida de uma propriedade em parte do sistema é se-

melhante, ou mesmo igual, à medida da mesma propriedade para o sistema

como um todo. A auto-similaridade implica que a propriedade em questão é

invariante por escala e obedece a uma lei de potência característica. Neste

contexto, é possível associar ao sistema uma geometria fractal [2], seja à sua

morfologia ou ao seu espaço de estados, onde a dimensão fractal corresponde

ao expoente da lei de potência.

• Criticalidade auto-organizada: Um estado é denominado crítico quando ocorre

uma mudança estrutural no sistema, a exemplo das transições de fase de 1ª

ordem. No entanto, quando a criticalidade é atingida pela evolução espontâ-

nea do sistema e não pela regulação de um parâmetro de controle externo,

como a temperatura na ebulição da água, tem-se então um estado crítico auto-

organizado.

• Estocasticidade: A dinâmica do sistema é não-determinística evoluindo alea-

toriamente com o passar do tempo. Isto implica que o estado atual não é uma

consequência direta do estado anterior – quebra da causalidade.

• Correlações de longo alcance: Para o estudo de sistemas dinâmicos, a correla-

ção mensura a influência dos estados passados do sistema sobre a ocorrência

de estados futuros, sem que isto implique em causalidade. No caso de siste-

mas complexos, esta influência tende a ser de longo prazo, tal como um efeito

de "memória”, e por isso as correlações são ditas de longo alcance.

2



Capítulo Um 1.2. Revisão bibliográfica

A teoria dos processos estocásticos permite o estudo da evolução dinâmica de

um sistema complexo, seja por meio de equações diferenciais estocásticas ou através de

equações de continuidade para as densidades de probabilidade características do sistema.

Correlações de longo alcance e invariância por escala inerentes ao comportamento do

sistema estão, em geral, associadas a densidades de probabilidade (ou distribuições de

probabilidade) do tipo cauda longa (do inglês "long tail") e isto ocorre mesmo para o re-

gime estacionário, quando o sistema converge para um estado de equilíbrio – que pode

ser metaestável. Nesta conjectura o processo estocástico é dito não-markoviano, ou seja,

não corresponde a um processo hierárquico de Markov – mais conhecido por cadeia de

Markov [3–6]. Entretanto, um formalismo alternativo permite a modelagem de proces-

sos não-markovianos [7,8]. Este baseia-se na proposição de equações não-lineares do tipo

Fokker-Planck associadas a cadeias não-lineares de Markov e cujas soluções definem den-

sidades de probabilidade generalizadas e que fogem a gaussianidade3.

Por outro lado, densidades de probabilidade do tipo cauda longa maximizam for-

mas entrópicas matematicamente não-aditivas e que podem descrever sistemas cujo com-

portamento é não-extensivo, ou seja, o conceito termodinâmico de sistema isolado não se

aplica a tais sistemas. Tais formas entrópicas generalizam a entropia de Boltzmann-

Gibbs sobre a qual baseia-se a Mecânica Estatística [9, 10] e dentre estas destaca-se a

entropia de Tsallis, que fundamenta a chamada Mecânica Estatística Não-Extensiva4.

Este formalismo pode ser aplicado na construção de modelos capazes de descrever a di-

nâmica estocástica de sistemas complexos.

2. Revisão bibliográfica

O estudo de equações de Fokker-Planck não-lineares consiste em um tema de pes-

quisa recente e em pleno desenvolvimento, tendo em vista sua aplicabilidade na modela-

gem de sistemas complexos e processos não-markovianos. Os trabalhos de Frank [7,8,11]
3A distribuição de Gauss ou gaussiana é típica em processos aleatórios não-correlacionados ou que apresentem

memória de curto prazo, tal como um processo markoviano.
4Este termo tem sido amplamente divulgado na literatura especializada para designar a Estatística de Tsallis,

apesar da forma entrópica de Tsallis não ser a única (e nem a primeira!) generalização proposta para a entropia de
Boltzmann-Gibbs.

3
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fornecem o embasamento teórico necessário para a compreensão do tema. Sua aplicação

tem sido explorada em diferentes áreas de conhecimento, tais como cosmologia e astrofí-

sica [12,13], neurociência [14,15], entre outros.

Por sua vez, a Mecânica Estatística Não-Extensiva consiste em um formalismo

que generaliza a mecânica estatística de Boltzmann-Gibbs permitindo a modelagem de

fenômenos físicos para os quais a teoria padrão não é satisfatória. Um dos aspectos

mais relevantes do formalismo é que as distribuições de probabilidade que maximizam

a sua entropia generalizada fogem a gaussianidade e, em geral, são capazes de modelar

fenômenos não-ergódicos e com memória de longo prazo. Publicada em 1988 [16], por

Constantino Tsallis – por isso é popularmente conhecida como Estatística de Tsallis –

tem sido, desde então, aplicada para a modelagem de fenômenos complexos nas mais di-

versas áreas de pesquisa.

A fundamentação teórica da mecânica estatística não-extensiva ainda está em

desenvolvimento mas nos últimos anos, alguns resultados relevantes foram obtidos, den-

tre os quais destaca-se a generalização do teorema do limite central consistente com a

Estatística de Tsallis, proposta por Umarov [17]. Recentemente, dentre os primeiros re-

sultados experimentais obtidos pelo Large Hardrons Colisor (LHC), está a verificação

de um comportamento não-extensivo presente na distribuição em momentum transverso

das pratículas observadas nas colisões próton-próton [18]. A não extensividade também

se aplica a fenômenos astrofísicos [12, 19], às distribuições das manchas solares [13], ao

enovelamento de proteínas [20] e a outros sistemas complexos [21–25].

A conexão entre equações não-lineares de Fokker-Planck e a mecânica estatís-

tica não-extensiva foi explorada pela primeira vez por Plastino e Plastino [26], visando

a modelagem de sistemas difusivos anômalos. Schwämmle et al [27, 28], determinaram

classes de equações não-lineares de Fokker-Planck cujas soluções estacionárias maximi-

zam a entropia de Tsallis.
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3. Objetivos da Tese

3.1. Objetivo Geral

O objetivo desta tese é elaborar modelos estocásticos não-lineares e não-aditivos

que permitam o estudo de sistemas complexos cuja dinâmica estocástica pode, inclusive,

se estender ao comportamento não markoviano.

3.2. Objetivos Específicos

• Elaborar uma modelagem física baseada em formas não-lineares da equação

de Fokker-Planck e cujas soluções estacionárias correspondem às distribui-

ções de probabilidade que são características da Mecânica Estatística Não-

Extensiva;

• Modelar processos difusivos em líquidos superesfriados, próximos à transição

vítrea, caracterizando a dependência do coeficiente de difusão com a tempera-

tura;

• Interpretar o desvio de linearidade para o ajuste de Arrhenius, verificado ex-

perimentalmente para a difusividade em líquidos superesfriados;

• Propor uma modelagem alternativa para a Cinética Química baseada em um

processo de reação-difusão não linear;

• Reinterpretar os resultados básicos da Cinética Química, tais como a cons-

tante cinética, a constante de equilíbrio químico e a lei de Arrhenius para

reações químicas;

• Modelar o processo estocástico de corrosão localizada (“pitting”) em tubula-

ções, a partir da análise das distribuições de profundidade experimentais;

• Interpretar fisicamente o comportamento não-extensivo verificado em dados

observacionais de emissões de raios-X por variadas fontes astrofísicas.
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4. Organização da tese

O capítulo 2 destina-se à exposição dos fundamentos teóricos que embasam os

modelos a serem propostos nesta tese. A teoria dos processos estocásticos é discutida,

com uma introdução aos processos de Markov e sua conexão com a equação de Fokker-

Planck clássica. Em seguida, o formalismo das equações não-lineares do tipo Fokker-

Planck é exposto, tendo por base os trabalhos de Frank [7, 8, 11]. Na sequência, o escopo

teórico da Mecânica Estatística Não-Extensiva é explorado, culminado na descrição das

distribuições de probabilidade que maximizam a entropia de Tsallis. Por fim, a conexão

entre os dois formalismos e sua aplicabilidade na modelagem de processos estocásticos

não-markovianos é discutida na última seção.

O capítulo 3 destina-se a proposição de modelos aplicados aos seguites casos:

• Difusividade em líquidos superesfriados – Desvio de linearidade do ajuste de

Arrhenius para o coeficiente de difusão;

• Cinética Química – proposição de um modelo alternativo baseado em uma equa-

ção de reação-difusão;

• Corrosão localizada ou "pitting"em tubulações – proposição de um modelo não-

markoviano para descrever a evolução dinâmica da distribuição de profudidades de pite;

• Fontes astrofísicas de raios X – estudo do comportamento não extensivo de fon-

tes cósmicas, a partir da análise das distribuições de intensidade das séries temporais de

raios X emitidos.

O capítulo 4 contém as considerações finais a cerca dos resultados obtidos, das

limitações dos modelos propostos e as perspectivas futuras deste trabalho.
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Capítulo Dois

Fundamentação Teórica

1. Dinâmica Estocástica

1.1. A equação de Langevin

A dinâmica de um processo estocástico pode ser descrita por meio de equações

diferenciais estocásticas que, essencialmente, são compostas por termos determinísticos

mais um termo aleatório no tempo. O exemplo mais conhecido deste tipo de equação foi

proposta em 1908 por Langevin [3–6], com o objetivo de estabelecer um modelo para o

movimento browniano que, basicamente, consiste no movimento errático de uma partí-

cula mesoscópica imersa num fluido proveniente da agitação térmica, ou seja, das colisões

entre a partícula e as moléculas do meio. Na ausência de campos externos, a equação de

movimento da partícula, conhecida por equação de Langevin, é composta por uma força

de atrito viscoso, o que torna o processo irreversível, mais uma força aleatória F(t) que

computa o efeito das colisões moleculares. Para o caso unidimensional, a equação de

Langevin sem forças externas é dada pela expressão,

m
dv
dt

=−bv+F(t) (2.1)

onde m é a massa da partícula, b é o coeficiente de atrito viscoso e a variável aleatória

v(t) define a velocidade instantânea da partícula. Sobre F(t) impõe-se as condições:

∫ +∞

−∞
F(t)P(v, t)dv =< F(t)>= 0 (2.2)∫ +∞

−∞
F(t)F(t′)P(v, t)dv =< F(t)F(t′)>= F0δ(t− t′) (2.3)

sendo P(v, t) a densidade de probabilidade associada ao espaço de fase de v(t) e F0 é pro-

porcional a intensidade do ruído gerado pela força aleatória. A equação 2.2 implica que,

em média, a força proveniente das colisões moleculares se anula, enquanto que a equação
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Capítulo Dois 2.1. Dinâmica Estocástica

2.3 pressupõe que as colisões são estatisticamente independentes.

A conexão entre o movimento browniano e a difusão de muitas partículas é obtida

no modelo de Langevin quando analisados a velocidade média e a variância quadrática

média. Neste contexto, verifica-se pela equação 2.1 que a velocidade instantânea da par-

tícula é dada pela expressão:

v(t)= v0e−γt + e−γt
∫ t

0
eγt′ fa(t′)dt′ (2.4)

onde fa(t)= F(t)/m e γ= b/m. Por sua vez, a velocidade média corresponde a,

< v >= v0e−γt (2.5)

sendo aplicada a equação 2.2. Como esperado, em média, a velocidade da partícula dimi-

nui por efeito da força da atrito viscoso mas não sofre influência das colisões moleculares.

Considerando o último resultado, a equação 2.4 pode ser reescrita na forma:

v−< v >= e−γt
∫ t

0
eγt′ fa(t′)dt′ (2.6)

Elevando-se a equação 2.6 ao quadrado e calculando a média no ensemble1, a

variância da velocidade é obtida. Desse modo, têm-se a expressão:

< v2 >−< v >2= e−2γt
∫ t

0

F0

m2 e2γt′dt′ = F0

2mb
(1− e−2γt) (2.7)

onde a equação 2.3 foi aplicada. No limite para tempos longos, quando o processo difusivo

tende a um regime estacionário, vê-se que < v >→ 0 e a velocidade quadrática média

assume o valor limite,

< v2 >= F0

2mb
(2.8)

O último resultado é importante pois garante a conexão entre a intensidade do

ruído e a temperatura do meio. De fato, se aplicado o Teorema da Equipartição da Ener-

gia [10] na equação 2.8, têm-se que F0 = 2bkBT, sendo T a temperatura e kB a constante

de Boltzmann.
1Ensemble: Conjunto estatístico contendo todos os estados acessíveis ou prováveis do sistema. No caso em questão,

são todos os valores que a variável v tem a probabilidade de assumir, dada a dinâmica do sistema.
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Capítulo Dois 2.1. Dinâmica Estocástica

As equações 2.5 e 2.7 correspondem, respectivamente, aos primeiro e segundo

momentos da distribuição P(v, t). Uma equação dinâmica para a densidade de probabili-

dade é obtida a partir da função característica,

G(s, t)=
∫

eisvP(v, t)dv =
〈

eisv
〉

(2.9)

sendo G(s, t) a transformada de Fourier de P(v, t). A densidade de probabilidade é nor-

malizada, ou seja, ∫ ∞

−∞
P(v, t)dv = 1 (2.10)

e obedece a equação de continuidade:

∂P
∂t

=− ∂

∂v
[v̇P] (2.11)

Desta forma, ao derivar a função característica explicitamente no tempo, obtem-

se,

∂G
∂t

=−
∫

eisv ∂

∂v
[v̇P]dv (2.12)

e, substituindo a equação 2.1 na 2.12 chega-se a expressão:

∂G
∂t

=−
∫

eisv ∂

∂v
[−γvP]dv−

∫
eisv fa(t)

∂

∂v
Pdv (2.13)

Uma vez que fa(t) é o termo estocástico da equação de Langevin, a segunda inte-

gral da equação 2.13 requer maior atenção. Integrando por partes, tem-se que:

∫
eisv fa(t)

∂

∂v
Pdv =−is

〈
faeisv

〉
(2.14)

Reescrevendo o termo aleatório da forma fa(t) = (
√

F0/m)η(t) e aplicando-se o

Teorema de Novikov [29,30] no segundo membro da equação 2.14, verifica-se que:

〈
η(t)eisv

〉
= 1

2

〈√
F0

m
∂

∂v
(eisv)

〉
(2.15)
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Capítulo Dois 2.1. Dinâmica Estocástica

Substituindo as equações 2.14 e 2.15 na equação 2.13, obtém-se a expressão:

∂G
∂t

=−
∫

eisv ∂

∂v
[−γvP]dv+ F0

2m2

〈
∂2

∂v2 (eisv)
〉

(2.16)

Considerando as propriedades da transformada de Fourier e em associação com

a equação 2.9, é fácil demonstrar que a equação 2.16 implica na expressão,

∂P
∂t

=− ∂

∂v
[−γvP]+ F0

2m2
∂2P
∂v2 (2.17)

que é uma forma partircular da chamada equação de Fokker-Planck (EFP) e descreve

a evolução dinâmica da densidade de probabilidade P(v, t). O nome é uma referência

aos físicos Adriaan Fokker e Max Planck que, no início do século passado, aplicaram a

equação para modelar o movimento browniano, adotando uma abordagem alternativa à

equação de Langevin.

1.2. Processos de Markov e a equação de Fokker-Planck

Processos estocásticos também são modelados por meio das equações dinâmicas

que regem a evolução temporal da densidade de probabilidade associada ao espaço de es-

tados da variável aleatória. No entanto, a construção de tais equações não é uma tarefa

trivial tendo em vista a possibilidade de correlação entre os estados pelos quais passa o

sistema no decorrer do tempo. Em outras palavras, o estado atual pode exercer influên-

cia sobre os estados futuros – mas isto não implica em causalidade, conforme a discussão

feita no capítulo anterior. A dinâmica estocástica é bem fundamentada quanto a proces-

sos cujas correlações são de curto-alcance (ou com memória de curto prazo) e as idéias

centrais deste formalismo serão discutidas na presente seção. O texto a seguir é total-

mente baseado nas referências [3–6].

Considere um processo estocástico caracterizado por uma variável aleatória e

unidimensional2 x dependente do tempo t. Caso P(x, t) seja a densidade de probabilidade

associada ao espaço de fase da variável aleatória, a probabilidade de encontrar x no in-
2Por questões pedagógicas, o formalismo será apresentado para o caso unidimensional.
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Capítulo Dois 2.1. Dinâmica Estocástica

tervalo x1 ≤ x ≤ x1 + dx1 para o instante de tempo t1 é dada por P(x1, t1)dx1, supondo

existente a média,

P(x1, t1)=
∫
δ(x− x1)P(x, t1)dx (2.18)

onde δ(x) é a função delta de Dirac. Por sua vez, a probabilidade de encontrar x no

intervalo x1 ≤ x ≤ x1 +dx1 para o instante de tempo t1 e x no intervalo x2 ≤ x ≤ x2 +dx2

para o instante t2 > t1 é dada por P(x2, t2; x1, t1)dx2dx1, de modo que,

P(x2, t2; x1, t1)=
∫
δ(x′− x2)

(∫
δ(x′′− x1)P(x′, t2; x′′, t1)dx′′

)
dx′ (2.19)

Seguindo com a argumentação acima proposta, a probabilidade de encontrar x

no intervalo x1 ≤ x ≤ x1 +dx1 para o instante de tempo t1, x no intervalo x2 ≤ x ≤ x2 +dx2

para o instante t2 > t1, ... e x no intervalo xn ≤ x ≤ xn +dxn para o n-ésimo instante de

tempo tn > tn−1 > ... > t1 é dada por P(xn, tn; ...; x1, t1)dxn...dx1. Desta forma, o processo

estocástico é completamente caracterizado por meio de uma hierarquia de densidades de

probabilidade, ou seja:

P(x1, t1)

P(x2, t2; x1, t1)

P(x3, t3; x2, t2; x1, t1) (2.20)
...

P(xn, tn; xn−1, tn−1; ...; x2, t2; x1, t1)

Dada a condição de normalização
∫

P(x, t)dx = 1, a densidade para uma ordem

na hierarquia é obtida a partir da integração de outra densidade associada a uma ordem

superior. Por exemplo,

P(x2, t2; x1, t1)=
∫

P(x3, t3; x2, t2; x1, t1)dx3 (2.21)

onde a integral se estende a todos os valores possíveis de x3. Alternativamente, as dife-

rentes ordens da hierarquia estão interconectadas por meio de uma densidade de proba-

bilidade condicional, representada aqui na forma W(x, t|x′, t′), e que é capaz de descrever
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a probabilidade do sistema evoluir para um estado x no instante t, se fixado o estado x′

para o instante de tempo t′ < t. Neste contexto, tem-se que:

P(x2, t2; x1, t1)=W(x2, t2|x1, t1)P(x1, t1)

P(x3, t3; x2, t2; x1, t1)=W(x3, t3|x2, t2; x1, t1)P(x2, t2; x1, t1)
... (2.22)

P(xn, tn; ...; x1, t1)=W(xn, tn|xn−1, tn−1; ...; x1, t1)P(xn−1, tn−1; ...; x1, t1)

As equações 2.22 evidenciam que a natureza das correlações presentes no pro-

cesso estocástico depende da forma funcional de W . Se o sistema apresenta memória

de curto prazo de modo que um estado futuro dependa apenas de seu estado atual, a

densidade de probabilidade condicional corresponde a,

W(xn, tn|xn−1, tn−1; ...; x1, t1)=W(xn, tn|xn−1, tn−1) (2.23)

o que caracteriza um processo de Markov [3]. Redefinindo a equação 2.21 na forma,

P(x, t; x′, t′)=
∫

P(x, t; x′′, t′′; x′, t′)dx′′ (2.24)

e aplicadas as equações 2.22 e 2.23, é fácil deduzir que,

W(x, t|x′, t′)=
∫

W(x, t|x′′, t′′)W(x′′t′′|x′, t′)dx′′ (2.25)

sendo esta a equação de Chapmann-Kolmogorov. Basicamente, a equação 2.25 define

W como uma probabilidade de transição para o estado x no instante t, tendo o sistema

passado pelo estado x′ no instante t′ < t, independente de quais tenham sido os estados

intermediários – representados por x′′ – para o intervalo de tempo ∆t = t− t′. A partir de

qualquer condição inicial, a densidade de probabilidade P(x, t) satisfaz a equação,

P(x, t)=
∫

W(x, t|x′, t′)P(x′, t′)dx′ (2.26)

A equação 2.26 permite a construção de uma equação dinâmica para a densi-

dade de probabilidade P(x, t) porém, limitada a processos markovianos [3]. Para tanto,
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considere a função característica,

G(s, x′, t, t′)=
∫

eis(x−x′)W(x, t|x′, t′)dx (2.27)

e suponha conhecidos os momentos da probabilidade de transição, ou seja:

Mn(x′, t, t′)=
∫

(x− x′)nW(x, t|x′, t′)dx (2.28)

A expansão em série de potências da função exponencial na equação 2.27 permite

reescrevê-la na forma:

G(s, x′, t, t′)= 1+
∞∑

n=1

(is)n

n!
Mn(x′, t, t′) (2.29)

A transformada inversa de Fourier aplicada a equação 2.29, tomando em conta

as propriedades da função delta de Dirac, fornece como resultado:

W(x, t|x′, t′)=
[

1+
∞∑

n=1

(
− ∂

∂x

)n Mn(x, t, t′)
n!

]
δ(x− x′) (2.30)

Feitas as substituições t → t′+τ e t′ → t), a equação 2.26 agora pode ser escrita

na forma,

P(x, t+τ)−P(x, t)=
∞∑

i=0

(
− ∂

∂x

)n [
Mn(x, t+τ, t)

n!
P(x, t)

]
(2.31)

e, se esta última for dividida por τ, o limite τ→ 0 resulta na expressão,

∂P
∂t

=
∞∑

i=0

(
− ∂

∂x

)n
[Dn(x, t)P(x, t)] (2.32)

sendo Dn(x, t)= limτ→0 Mn(x, t+τ, t)/(τn!). A equação 2.32 define a chamada expansão de

Kramers-Moyal e a EFP corresponde ao caso particular em que os termos da série se anu-

lam para n > 2, sugerindo que os momentos superiores de P(x, t) são nulos. Tal condição

é parcialmente garantida pelo teorema de Pawula [3, 5]. Para o caso unidimensional, a

EFP tem a forma geral,

∂

∂t
P(x, t)=− ∂

∂x
[D1(x, t)P(x, t)]+ ∂2

∂x2 [D2(x, t)P(x, t)] (2.33)
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onde os coeficientes D1(x, t) e D2(x, t) são funções diretamente relacionadas a flutuação

e a dispersão de x. Aplicando-se a EFP ao movimento browniano temos que D1 corres-

ponde à força de atrito viscoso presente na equação de Langevin, sendo por isso denomi-

nado coeficiente de arrasto ou “drift”, e D2 é proporcional ao coeficiente da força flutuante

decorrente das colisões entre as moléculas do fluido e a partícula browniana. Por isso,

D2 é denominado coeficiente difusivo. O formalismo apresentado nesta seção se estende

para o caso multidimensional de modo que, caso a variável aleatória seja n-dimensional

e descrita por~x, a EFP correspondente é dada pela expressão:

∂

∂t
P(~x, t)=

N∑
n=1

∂

∂xn

[
Dn(~x, t)P(~x, t)

]+ N∑
n,m=1

∂2

∂xn∂xm

[
Dn,m(~x, t)P(~x, t)

]
(2.34)

1.3. Processos não-lineares de Markov

Equações de Fokker-Planck podem ser aplicadas tanto para sistemas em equilí-

brio dinâmico, quando a densidade de probabilidade é determinada pela solução estacio-

nária da EFP, como para sistemas fora do equilíbrio, sendo a densidade de probabilidade

caracterizada pelas soluções transientes da EFP. No entanto, a forma expressa na equa-

ção 2.33 limita-se à descrição de processos estocásticos de propriedade markoviana sendo

inadequada para a modelagem de sistemas cujos estados apresentem correlações de longo

alcance.

Uma proposta para a modelagem de processos não-markovianos baseia-se na

aplicação de equações não-lineares de Fokker-Planck, cujas soluções podem descrever

distribuições de probabilidade que fogem a gaussianidade, tais como as distribuições de

cauda longa, mesmo para o regime estacionário. A discussão completa sobre os funda-

mentos e aplicações do formalismo encontra-se na referência [11]. A hipótese fundamen-

tal consiste em assumir um processo de Markov não-linear caracterizado pela condição,

W(xn, tn|xn−1, tn−1; ...; x1, t1;u(x))=W(xn, tn|xn−1, tn−1;u(x)) (2.35)
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onde u(x)= P(x, t0;u(x)) é uma densidade de probabilidade inicial. A equação de Chapmann-

Kolmogorov associada é dada por,

W(x, t|x′, t′;u)=
∫

W(x, t|x′′, t′′;u)W(x′′, t′′|x′, t′;u)dx′′ (2.36)

Seguindo os mesmos passos descritos na seção anterior, a equação 2.36 é reescrita

em termos da expansão de Kramers-Moyal, resultando na equação dinâmica,

∂W
∂t

=
∞∑

i=0

(
− ∂

∂x

)n
Dn(x, t;u)W(x, t|x′, t′;u) (2.37)

sendo os coeficientes dados por:

Dn(x, t;u)= lim
τ→0

1
n!

∫
(x− x′)nW(x, t+τ|x′, t;u)dx′ (2.38)

Truncando a série para n = 2, a equação 2.37 recai em uma Fokker-Planck cuja

solução é W . Como a equação 2.26 continua válida para este caso, obtêm-se a equação

dinâmica para a densidade de probabilidade,

∂

∂t
P(x, t;u)=− ∂

∂x
[D1(x, t;u)P(x, t;u)]+ ∂2

∂x2 [D2(x, t;u)P(x, t;u)] (2.39)

onde os coeficientes D1(x, t;u)’s e D2(x, t;u)’s são, respectivamente, os coeficientes de ar-

rasto e difusão generalizados. Uma vez que a densidade de probabilidade está univoca-

mente relacionada a u e t0 é arbitrário, a equação 2.39 pode ser reescrita da forma:

∂

∂t
P(x, t)=− ∂

∂x
[D1(x, t,P)P(x, t)]+ ∂2

∂x2 [D2(x, t,P)P(x, t)] (2.40)

resultando em uma EFP não linear em relação a P(x, t) mas linear em relação a den-

sidade de probabilidade de transição. Entretanto, as formas explícitas dos coeficientes

generalizados não possuem uma forma única e, em geral, dependem da evolução dinâ-

mica do processo estocástico a ser modelado.

A EFP para o caso multidimensional, dada a variável aleatória n-dimensional~x,
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corresponde a expressão:

∂

∂t
P(~x, t)=

N∑
n=1

∂

∂xn

[
Dn(~x, t,P)P(~x, t)

]+ N∑
n,m=1

∂2

∂xn∂xm

[
Dn,m(~x, t,P)P(~x, t)

]
(2.41)

2. A Mecânica Estatística Não-Extensiva

2.1. Entropia de Boltzmann-Gibbs

A descrição dos estados de equilíbrio de um sistema físico, um gás por exemplo,

se dá por meio de variáveis macroscópicas, desconhecendo-se completamente o compor-

tamento microscópico de suas componentes. O objetivo da Mecânica Estatística [9, 10] é

preencher esta lacuna, interpretando e predizendo a partir das configurações microscópi-

cas, ou microestados, o comportamento termodinâmico do sistema, também chamado de

macroestado. Classicamente, o estado do sistema é completamente definido se conheci-

das às posições e os momentos de cada uma das suas partículas. No espaço de fase, cada

microestado do sistema corresponde a um ponto deste espaço definido pelas sn coorde-

nadas generalizadas qi e sn momentos generalizados pi (i = 1, ..., sn), onde s é o número

de coordenadas de cada partícula. Para s = 3, o espaço de fases possui 6n dimensões. A

dinâmica do sistema é definida pelas equações canônicas de movimento,

∂H(p, q)
∂pi

= q̇i (2.42)

∂H(p, q)
∂qi

=−ṗi (2.43)

onde H(p, q) é o hamiltoniano do sistema (as 6n coordenadas e momentos estão abre-

viados no símbolo (p, q)). No entanto, para um sistema termodinâmico as dificuldades

operacionais intrísecas à resolução do problema mecânico3 obrigam a construção de uma

base teórica probabilística, onde a caracterização do estado termodinâmico se dá por meio

de médias estatísticas.
3A solução completa das equações 2.42 e 2.43 exige o conhecimento das condições iniciais para o movimento das

partículas.
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Associado a um macroestado estão inúmeros microestados, isto é, para o equi-

líbrio termodinâmico, apesar do movimento incessante das partículas que constituem o

sistema, variáveis macroscópicas como pressão, temperatura, potencial químico, volume,

entre outros, permanecem inalteradas. Tais variáveis correspondem a médias temporais

sobre todos os microestados acessíveis do sistema. Se cada microestado é caracterizado

pelas posições e momentos das partículas, é de se esperar que após um certo tempo o

sistema passe por todas as configurações microscópicas acessíveis, o que corresponde à

descrição de uma trajetória no espaço de fases Σ governada pelas equações 2.42 e 2.43.

A trajetória se encontra em uma região limitada do espaço de fases, isto porque tanto o

volume real do sistema como sua energia são finitos, restringindo os possíveis valores das

coordenadas qi e momentos pi.

A trajetória de fase não se distribui uniformemente no volume do espaço de fase

onde está confinada, mas, passa freqüentemente nas proximidades dos pontos que cor-

respondem aos microestados mais favoráveis ao estado do sistema. Deste modo, dado um

elemento de volume no espaço de fases,

dpdq = dp1dq1dp2dq2...dpsndqsn (2.44)

o número de pontos representativos da trajetória de fase contidos no elemento de volume

para o instante t corresponde a,

dΩ= ρ(q, p, t)dpdq (2.45)

sendo ρ(q, p, t) a densidade dos pontos da trajetória de fase no espaço Σ. O número total

de estados é então definido pela integral estendida a todo o espaço:

Ω=
∫
ρ(q, p, t)dpdq (2.46)

A razão ρ(q, p, t)/Ω define uma densidade de probabilidade que só pode ser ob-

servada e completamente caracterizada quando o intervalo de observação do sistema for

suficientemente dilatado. De fato, num intervalo curto de tempo, é possível que a tra-

jetória de fase não se tenha estendido suficientemente para cobrir todas as possíveis
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combinações microscópicas do sistema. O conceito de ensemble ou conjunto estatístico,

introduzido por Gibbs, é uma alternativa para substituir esta dependência temporal. O

ensemble consiste em um conjunto com um grande número η de elementos, onde cada

elemento é uma cópia macroscópica idêntica do sistema real, de modo que estão carac-

terizados pelos mesmos parâmetros termodinâmicos mas as configurações microscópicas

são, em geral, distintas. Nestas condições, se o espaço de fase do ensemble é observado em

um instante t, a distribuição dos pontos da trajetória de fase corresponde a uma imagem

instantânea da distribuição dos pontos coincidente com a que se obteria, observando por

um tempo muito longo o sistema que originou o conjunto estatístico. Pela hipótese ergó-

dica, a média temporal de uma propriedade do sistema real é igual a média no ensemble,

no limite em que η→∞. Segundo o teorema de Liouville, no equilíbrio, a densidade de

probabilidade é invariante com o tempo. A função ρ(q, p, t) portanto, caracteriza com-

pletamente o ensemble. Conseqüentemente, se β(q, p) é uma grandeza mensurável no

sistema real, o valor mais provável é dado por:

<β>= 1
Ω

∫
β(q, p)ρ(q, p, t)dpdq (2.47)

A contagem dos microestados acessíveis a um sistema termodinâmico em um

dado macroestado é caracterizado por Ω. Se por exemplo, o gelo se funde e passa para

o estado líquido ocorre um crescimento de Ω, isto porque a ordenação das moléculas no

sólido restringe o número de configurações microscópicas acessíveis. Da mesma forma,

para a transição líquido-gás, os graus de liberdade para as moléculas da fase gasosa são

maiores que da fase líquida, o que implica no aumento Ω. Por outro lado, em ambos

os casos observa-se o aumento da entropia S. A idéia de "desordem", frequentemente

associada ao aumento da entropia, está então associada ao crescimento do número de

microestados acessíveis ao sistema termodinâmico quando o mesmo evolui para um novo

estado de equilíbrio.

Resumidamente, se a entropia é definida como S = f (Ω), esta função deve ga-

rantir a propriedade aditiva da entropia para dois sistemas independentes ,ou seja, S =
S1 +S2. Dessa forma:

f (Ω)= f (Ω1)+ f (Ω2) (2.48)
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onde Ω =Ω1Ω2 é o número total de microestados. A função que garante a condição im-

posta pela equação 2.48 é a logarítmica e, conseqüentemente,

f (Ω)∝ ln(Ω) (2.49)

Em linhas gerais, o elemento de volume dqdp não pode tender arbitrariamente

a zero porque é necessário garantir que o volume ocupado pelo ensemble do sistema no

espaço de fase deve conter pelo menos um ponto representativo da trajetória de fase.

Desse modo, define-se,

dΓ= dpdq
hs (2.50)

onde Γ é o volume no espaço de fase ocupado pelo ensamble do sistema e h é a constante

de Planck que corresponde ao menor volume possível no espaço de fase. A entropia pode

ser definida a partir de Γ levando à equação:

S = kBln(Ω) (2.51)

onde kB é a constante de Boltzmann. A equação 2.51 foi originalmente proposta por

Boltzmann [10] e é a primeira a estabelecer uma conexão direta entre uma variável ter-

modinâmica e a dinâmica microscópica de sistemas termodinâmicos.

2.2. A Entropia de Tsallis

A Mecânica Estatística Não-Extensiva [31], também conhecida como Estatística

de Tsallis, teve início em 1988 com o trabalho pioneiro de Constantino Tsallis [16], fí-

sico brasileiro que propôs uma forma generalizada para a entropia, dada pela expressão,

considerando um espaço de estados discreto:

Sq =


k

1−
W∑

i=1
pq

i

q−1
se q 6= 1;

−kB

W∑
i=1

pi ln(pi) se q = 1.

(2.52)
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O expoente q é denominado índice entrópico, W define o número de microestados

acessíveis ao sistema e pi é a probabilidade associada a i-ésimo microestado. Na lite-

ratura especializada Sq é comumente denominada q-entropia. Se o espaço de estados é

contínuo a q-entropia, para o caso unidimensional, recai na expressão:

Sq =


k

1−
∫

Pq(x)dx

q−1
se q 6= 1;

−kB

∫
P(x) ln(P(x))dx se q = 1.

(2.53)

Conforme as equações 2.52 e 2.53, a forma entrópica proposta por Tsallis tem a

entropia Boltzmann-Gibbs como caso particular, cuja expressão é recuperada se aplicado

o limite q → 1 a Sq. A q-entropia é não- aditiva para q 6= 1, ou seja, dados dois sistemas

independentes, A e B, de modo que suas respectivas probabilidades não estejam correla-

cionadas, a entropia do sistema composto (A∪B) obedece a relação:

Sq(A∪B)= Sq(A)+Sq(B)+ (1− q)Sq(A)Sq(B) (2.54)

A interpretação física para a aditividade da entropia de Boltzmann-Gibbs é que

esta grandeza é extensiva, isto é, é proporcional ao tamanho do sistema. No entanto, é

precipitado afirmar que a equação 2.54 caracteriza os sistemas A e B como não-extensivos,

uma vez que, a não-aditividade é uma condição necessária mas não suficiente para carac-

terizar um sistema como não-extensivo. Conforme Tsallis4 [31]:

"Durante muitos anos, esta propriedade tem sido relatada na literatura

como não-extensividade. Isto é, em certo sentido, inadequado. De fato, torna-

se claro que, para uma vasta gama de sistemas, existem valores especiais de

q para os quais a entropia não-aditiva Sq é extensiva. O nome "Mecânica Es-

tatística Não-Extensiva”, em si, tem sido cunhado devido a esta propriedade.

No nível da mecânica estatística, esse nome não é, de fato, inadequado, uma

vez que os sistemas hamiltonianos para os quais se espera que esta teoria se

aplique, são aqueles com interações de longo alcance, cuja energia total é pre-
4Nota de rodapé, página 44.
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cisamente não-extensiva no sentido termodinâmico.”

A construção do ensemble canônico no contexto da Mecânica Estatística Não-

Extensiva, necessária para estabelecer a conexão com a Termodinâmica, não é trivial

e, desde a proposição inicial do formalismo, esteve sujeita a diferentes versões [16, 31–

33]. Basicamente, a cada versão foi proposta uma expressão diferente para a equação de

vínculo associado à energia interna do sistema, com o objetivo de corrigir inconsistências

na expressão do conjunto de probabilidades {pi} que maximiza Sq.

A versão mais usada atualmente foi proposta por Tsallis et al [33] e será descrita

aqui. Para isso, considere os vínculos,

W∑
i=1

pi = 1 (2.55)

e

Uq =
W∑

i=1
p′

iεi (2.56)

onde εi é a energia para o i-ésimo estado, Uq é a energia interna não-extensiva do sistema

e p′
i é a probabilidade de Escort, dada pela expressão:

p′
i =

pq
i∑W

k=1 pq
k

(2.57)

Aplicando-se o método dos multiplicadores de Lagrange, tem-se a função auxiliar,

R(pi)= Sq +λ1

(
1−

W∑
i=1

pi

)
+λ2

(
Uq −

W∑
i=1

p′
iεi

)
(2.58)

sendo λ1 e λ2 os multiplicadores. A extremização de R(pi) recai na expressão,

∂R(pi)
∂p j

=−
qpq−1

j

q−1
−λ1 −

λ2qε j p
q−1
j∑W

j=1 pq
j

+
λ2qUq pq−1

j∑W
j=1 pq

j

= 0 (2.59)

e, após breve manipulação algébrica, obtém-se a equação,

pi = Aq
[
1−Bq(1− q)

(
εi −Uq

)] 1
1−q (2.60)
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sendo Aq = [q/(λ1(1−q))]1/(1−q) e Bq =λ2/
∑W

j=1 pq
j . Pela equação 2.55, é possível reescrever

a equação 2.60 na forma:

pi =
[
1−Bq(1− q)

(
εi −Uq

)] 1
1−q∑W

i=1
[
1−Bq(1− q)

(
εi −Uq

)] 1
1−q

= 1
Zq

[
1−Bq(1− q)

(
εi −Uq

)] 1
1−q (2.61)

A distribuição de probabilidade para o ensemble canônico na estatística de Tsal-

lis obedece a exponenciais generalizadas, sendo Zq a correspondente função de partição.

O caso limite q → 1 na equação 2.58 implica,

pi ∝ e−λ2εi (2.62)

o que está de acordo com a maximização da entropia de Boltzmann-Gibbs.

Dado um espaço de estados contínuo caracterizado pela variável x (unidimensio-

nal, por questão de simplicidade), a densidade de probabilidade pode ser escrita na forma

geral,

P(x)= A[1−B(1− q) f (x)]
1

1−q (2.63)

Se f (x) ∝ x2 a equação 2.63 é denominada q-gaussiana pois, para o caso limite

q → 1, a distribuição gaussiana é recuperada. Considerando a q-gaussiana,

P(x)= A[1−B(1− q)(x− x0)2]
1

1−q (2.64)

é fácil verificar que a mesma obedece às seguintes propriedades:

• Se 1< q < 3, então P(x) é normalizável, ou seja,

∫ +∞

−∞
P(x)dx = 1 (2.65)

e a constante de normalização A é dada pela expressão,

A =


[
B(q−1)

π

] 1
2 Γ( 1

1−q )

Γ( 3−q
2(q−1) )


2

3−q

(2.66)

onde Γ(x) é a função gama.
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• Se 1< q < 3, então o primeiro momento da distribuição é finito, ou seja,

∫ +∞

−∞
xP(x)dx = x̄ (2.67)

Resolvendo a integral, têm-se que x̄ = x0

• Se 1< q < 5/3, então a variância da q-gaussiana é finita, ou seja,

∫ +∞

−∞
(x− x0)2P(x)dx =σ2 (2.68)

Resolvendo a integral, têm-se que σ2 = 1/[B(5−3q)]

• Se q < 1 então P(x) será positivo definida apenas para um intervalo finito em

x e pontos de corte são impostos à distribuição.

O índice entrópico altera a largura da distribuição, conforme ilustra a figura 2.1

onde a equação 2.64 foi simulada para cinco valores distintos de q – fixados os valores

A = B = 1 e x0 = 0. Claramente, quanto maior o valor do índice entrópico, maior a largura

da distribuição e mais acentuado é o comportamento do tipo cauda longa atribuído a q-

gaussiana.

Figura 2.1: Simulação da distribuição q-gaussiana, dada pela equação 2.64, para diferentes índices entró-
picos q. Foram atribuídos os valores A = B = 1 e x0 = 0.
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3. Modelos Estocásticos Não-Aditivos

3.1. Q-entropia e EFP não linear

A primeira conexão entre a Mecânica Estatística Não-Extensiva e equações não-

lineares de Fokker-Planck foi explorada por Plastino e Plastino [26] que propuseram a

equação unidimensional,

∂

∂t
[P(x, t)]=− ∂

∂x
[K(x)P]+ D

2
∂2

∂x2 [P2−q] (2.69)

onde K(x) é o coeficiente de drift, o expoente q corresponde ao índice entrópico de Tsallis e

D é o coeficiente de difusão – constante e positivo definido. A equação 2.69 estabelece um

modelo estocástico para processos difusivos anômalos cuja solução estacionária maximiza

a entropia de Tsallis. Definindo a densidade de corrente J(x, t) pela expressão,

J(x, t)= K(x)P − D
2
∂

∂x
[P2−q] (2.70)

obtém-se a equação de continuidade,

∂

∂t
[P(x, t)]+ ∂

∂x
[J(x, t)]= 0 (2.71)

Schwämmle et al [27, 28], analisaram a conexão entre classes de equações não-

lineares de Fokker-Planck e formas entrópicas, com enfase nas entropias de Boltzmann-

Gibbs e de Tsallis considerando processos do tipo Oerstein-Uhlenbeck (K(x) =−γx). Ex-

plorando uma generalização do teorema H [10], os autores demonstraram que além da

equação de Plastino para um regime de difusão anômala, existe uma classe associada à

q-entropia de Tsallis que descreve o regime de difusão normal, cuja forma unidimensional

é dada pela expressão,

∂

∂t
[P(x, t)]=− ∂

∂x
[(−γx)[P(x, t)]m]+ Q

2
∂2

∂x2 [P(x, t)] (2.72)
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Com base no formalismo proposto por Frank [11], as equações supracitadas são

obtidas a partir dos coeficientes generalizados,

D1(x, t,P)=−
(

dU
dx

)
Pm−1 (2.73)

e

D2(x, t,P)= D
2

Pn−1 (2.74)

onde U(x) = −∫
K(x)dx equivale a um potencial generalizado. Neste contexto e conside-

rando o caso unidimensional, a equação não linear de Fokker-Planck é dada pela expres-

são,
∂

∂t
[P(x, t)]=− ∂

∂x

[
−

(
dU
dx

)
Pm

]
+ D

2
∂2

∂x2 [Pn] (2.75)

e a densidade de corrente correspondente por,

J(x, t)=−
(

dU
dx

)
Pm − D

2
∂

∂x
[Pn] (2.76)

As classes associadas à entropia de Tsallis, conforme Schwämmle [28], ocorrem

para n−m = 1− q e ∆U ∝ (x− x0)2. Em particular, a equação de Plastino é obtida para

m = 1 e n = 2− q.

Define-se o regime estacionário quando, para o limite de tempos longos, a densi-

dade probabilidade não varia mais no tempo, ou seja, P(x, t) → Ps(x). Para um sistema

dinâmico, tal regime está associado a um estado de equilíbrio que pode ou não ser estável.

Nestas condições tem-se que,

∂

∂x
[J(x, t)]= 0→ Js = constante (2.77)

A densidade de probabilidade estacionária Ps(x) tem que se anular para as con-

dições de regularidade x →±∞ o que, conforme a equação 2.76, implica em Js = 0. É fácil

verificar que a solução estacionária da equação 2.75 corresponde a exponencial generali-

zada,

PS(x)= C0

[
1−C1

(n−m)
n

∆U(x)
D

] 1
n−m

(2.78)
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onde C0 = P(x0, t0) é a constante de normalização, C1 = 2Cm−n
0 e ∆U =U(x)−U(x0). Su-

pondo que a equação 2.78 descreve o regime estacionário de um processo difusivo, ∆U

corresponde à energia total necessária para conduzir a substância do estado de máxima

concentração, relacionada à condição inicial P(x0, t0), ao regime de equilíbrio dinâmico

que é caracterizado pelo estado estacionário.

Plastino e Plastino [26] propuseram uma solução dependente do tempo restrita

a processos do tipo Ornestein-Unlenbeck. Neste caso, a solução transiente encontrada

corresponde a q-gaussiana para cada instante de tempo t5, ou seja,

P(x, t)= D(t)
[
1−β(t)(1− q)(x− x0(t))2] 1

1−q (2.79)

onde D → C0, β→ C1 e x0 → cte quando o regime estacionário é atingido. Substituindo

a solução 2.79 na equação 2.69, para K(x) = −α(x− x0) (α é constante positivo definida),

emergem duas equações diferenciais ordinárias e acopladas, cujas soluções são os coefi-

cientes D(t) e β(t). Sem muita complicação, é possível reescrevê-las em termos de uma

única equação diferencial ordinária dada por:

d
dt

D(t)=αD(t)−Q(2− q)β(t0)[D(t0)]−2[D(t)]4−q (2.80)

Obtida uma solução para D, o coeficiente β é determinado pela relação:

β(t)=β(t0)
(

D(t)
D(t0)

)2
(2.81)

Já a equação 2.72 ainda não possui uma solução analítica conhecida – é fácil

verificar que a equação 2.79 corresponde a uma solução apenas no limite para o regime

estacionário. Uma solução numérica é apresentada na referência [28].

3.2. Modelagem Física

A modelagem da dinâmica estocástica pode ser feita tanto por equações diferen-

ciais estocásticas, que descrevem a evolução temporal da variável aleatória, como por
5A notação segue a adotada pelos autores na referência [26].
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equações de continuidade, que descrevem a evolução temporal da densidade de probabi-

lidade associada ao espaço de fase da variável aleatória. Um aspecto importante deste

contexto é que a presença de propriedades tais como, auto-similaridade, fractalidade e/ou

memória de longo prazo nas séries temporais da variável aleatória, também influenciam

a forma característica da distribuição de probabilidade correspondente.

Tendo em vista a segunda abordagem, a conexão entre equações não-linares de

Fokker-Planck e a Mecânica Estatística Não-Extensiva fornece uma base teórica consis-

tente para a modelagem de processos cuja dinâmica estocástica, em um contexto mais

geral, não pode ser descrita por uma cadeia linear de Markov. As distribuições de proba-

bilidade que emergem do formalismo, fora do caso limite para o índice entrópico, são do

tipo cauda longa, mesmo para o regime estacionário que remete a um estado de equilíbrio

do sistema.

Apesar do exposto, é importante salientar que a construção de modelos com o

termo de arrasto não linear é pouco explorada na literatura pois tal condição não é neces-

sária, por exemplo, para remeter a um comportamento difusivo anômalo [26–28]. Conse-

quentemente, uma interpretação física para o mesmo não é discutida na literatura. Neste

sentido, como base nas equações 2.72 e 2.75, o termo pode ser reescrito na forma,

∂

∂x

[(
dU
dx

)
Pm

]
=

(
d2U
dx2

)
Pm −mD1

∂P
∂x

(2.82)

onde a equação 2.73 foi utilizada. Observe que o primeiro termo do segundo membro

não caracteriza um fluxo mas pode ser associado a um efeito de fonte. Isto sugere que

o comportamento descrito pela equação 2.82 é, no mínimo, análogo ao descrito por uma

equação de continuidade inomogênea – cujo termo difusivo pode ou não ser linear. No pró-

ximo capítulo, são apresentados alguns modelos, baseados no formalismo acima exposto,

para diferentes sistemas – fluidos superesfriados, pites de corrosão e fontes cósmicas de

raios X. Todos os casos tratados correspondem ou a um estado de equilíbrio, ou a um re-

gime quase estacionário, o que permite caracterizar as distribuições típicas por meio da

equação 2.78 e, a princípio, não requerem um uso computacional elevado.
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Capítulo Três

Aplicações e Resultados

1. Difusividade em líquidos superesfriados

1.1. Lei de Arrhenius

A Cinética Química descreve a relação entre a velocidade de uma reação quí-

mica e as concentrações dos elementos envolvidos no processo, por intermédio de uma

lei de potência cuja constante de proporcionalidade - a constante cinética k - varia com

a temperatura. Para reações químicas no equilíbrio dinâmico, a dependência de k com

a temperatura T é frequentemente descrita pela lei de Arrhenius [34] que consiste na

relação,
∂(ln(k))
∂( 1

T )
=−Ea

kB
(3.1)

onde Ea é a energia de ativação e kB é a constante de Boltzmann. Sendo Ea constante,

conforme a equação 3.1, a constante cinética decai exponencialmente com o inverso da

temperatura.

A necessidade de uma interpretação mecânico-estatística para a energia de ati-

vação conduziu ao desenvolvimento das bases teóricas atuais da Cinética Química [35].

Neste contexto, destaca-se a Teoria Cinética das Colisões [36–38], que supõe a reação quí-

mica como fruto de colisões entre as moléculas dos reagentes mas, apenas uma fração das

colisões teria energia suficiente para conduzir a formação dos produtos. Tolman [39] in-

terpreta a energia de ativação como a diferença entre a energia média das moléculas que

reagem e a energia média de todos os elementos constituintes do sistema. Eyring [40]

propôs as bases da Teoria do Estado de Transição e, dentre as generalizações posteri-

ormente desenvolvidas para a teoria, destacam-se os formalismos de Eckart [41], Wig-

ner [42] e Bell [43], que incluíram efeitos de tunelamento quântico para a descrição da

energia de ativação. Truhlar [44], em uma abordagem mais recente, propõe a otimização

da taxa de reação baseada em critérios variacionais. Um modelo alternativo foi proposto
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por Kramers [45] que, a partir de um modelo de difusão para reações químicas, interpreta

a energia de ativação através de soluções estacionárias e dependentes da temperatura de

uma equação de Fokker-Planck.

Apesar do que foi exposto acima, a literatura especializada tem relatado nos úl-

timos anos uma série de sistemas cujo comportamento desvia significativamente da lei

de Arrhenius, pressupondo uma dependência entre a energia de ativação e a tempera-

tura [46–48]. Foram identificados dois comportamentos característicos para o desvio de

linearidade no plot ln(k)× 1
T [49] descritos como sub-Arrhenius, associado a predominân-

cia de efeitos de tunelamento quântico, e super-Arrhenius, quando fenômenos de trans-

porte clássicos predominam. Nishiyama et al [50], em seu trabalho sobre a dependência

entre as taxas de respiração da Camellia Japonica e a temperatura, adotaram uma fun-

ção quadrática para a descrição dos regimes não-lineares. Uma descrição matemática

alternativa foi proposta por Aquilanti et al [51] que definem a constante de velocidade em

termos da exponencial deformada (ou d-exponencial),

k(T)= A
(
1−d

ε

kBT

) 1
d

(3.2)

onde A, ε e d são parâmetros fenomenológicos, e o limite d → 0 recupera a lei de Ar-

rhenius usual. No entanto, apesar de bem sucedida como função de ajuste para dados

experimentais, nenhuma interpretação fenomenológica consistente foi proposta para a

equação 3.2.

1.2. Líquidos superesfriados e transição vítrea

Somente no estado sólido, dentre os estados físicos da matéria, ocorre um padrão

regular de ordenação espacial dos seus constituintes (átomos ou moléculas), formando

uma estrutura denominada rede cristalina [52]. No entanto, há uma vasta gama de

materiais sólidos cuja estrutura interna não segue quaisquer padrões de regularidade

espacial sendo geralmente denominados de sólidos não-cristalinos [53]. O aspecto crucial

que distinguem os sólidos cristalinos dos não-cristalinos está associado ao processo de

transição de fase líquido-sólido: enquanto sólidos cristalinos passam por uma transição
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de fase de primeira ordem1, a formação dos sólidos não-cristalinos, em geral, ocorre ao

longo de uma faixa de temperaturas e a substância se encontra em um estado interme-

diário, metaestável, entre as fases líquida e sólida2.

Vidros podem ser classificados como sólidos não-cristalinos formados a partir de

um processo denominado de transição vítrea, cuja faixa de temperaturas correspondente

é menor que a temperatura de fusão T f (transição de fase de 1ª ordem). Submetido a

um processo de rápido resfriamento, o líquido atinge temperaturas inferiores a T f sem

solidificar, atingindo um estado metaestável denominado de “superesfriamento” [53, 54].

A figura 3.1 ilustra o diagrama de fase de uma substância que apresenta transição vítrea.

Figura 3.1: Diagrama de fase de uma substância que apresenta transição vítrea. A linha em vermelho
indica a curva de cristalização e as linhas em preto evidenciam a dependência da temperatura de transição
vítrea com a taxa de resfriamento.

O arranjo das moléculas no estado vítreo é similar aquele observado no líquido

superesfriado imediatamente antes de atingir as temperaturas de transição vítrea, isto

porque o líquido superesfriado possui alta viscosidade e esta cresce com a redução de

temperatura. Desse modo, os graus de liberdade moleculares são cada vez mais restritos

– macroscopicamente o volume do líquido diminui com a redução de temperatura – sendo

bloqueados quando o estado vítreo é atingido.
1A mudança de uma fase para a outra é abrupta, mantendo-se fixo o parâmetro de controle, por exemplo, a tempe-

ratura.
2Apesar da mudança de fase ocorrer para uma variação contínua da temperatura – o parâmetro de controle – é um

equívoco pensar que se trata de uma transição de fase de segunda ordem.
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A temperatura de referência Tg para a qual finda a transição vítrea não é fixa e

depende da taxa de resfriamento a qual o líquido é submetido. Basicamente, quanto mais

lento o processo de resfriamento menor o valor de Tg que será denominada temperatura

de transição vítrea.

1.3. Comportamento não-Arrhenius para a difusividade

A dependência entre o coeficiente de difusão D e a temperatura T para fenô-

menos de transporte em diversos sistemas, tais como meios sólidos ou porosos, tem sido

tratada por um comportamento do tipo Arrhenius [34], obedecendo a relação,

∂(ln(D))
∂
( 1

T
) =−Ea

kB
(3.3)

sendo kB a constante de Boltzmann e Ea a energia de ativação para processos difusivos,

geralmente tratada como uma constante. No entanto, o surgimento de técnicas experi-

mentais mais eficazes para o estudo dos mecanismos de reações químicas e transporte

iônico, que permitem acesso a medidas mais precisas mesmo para pequenas variações

de 1/T, tem revelado uma série de sistemas cujo comportamento desvia da linearidade

para o ajuste ln(D)×1/T, o que sugere uma dependência da energia de ativação com a

temperatura.

Trabalhos experimentais recentes [55–61] têm relatado um comportamento do

tipo não-Arrhenius para processos difusivos em líquidos superesfriados próximo a tem-

peratura de transição vítrea. Nestes materiais a curva experimental da difusividade em

função da temperatura apresenta um desvio negativo da linearidade, o que caracteriza

um comportamento do tipo super-Arrhenius. Em particular, o procedimento experimental

adotado nos trabalhos de Matthiesen [55] e Smith [56], fornece medidas de difusividade

em função da temperatura que podem ser modeladas a partir de um exponencial gene-

ralizada. O objetivo deste trabalho consiste em fornecer uma interpretação física para o

comportamento não-Arrhenius da difusividade em líquidos superesfriados.
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1.4. Modelo difusivo para líquidos superesfriados

Supondo um modelo unidimensional, considere C(x, t) a concentração de um lí-

quido superesfriado cuja evolução dinâmica obedece equação não-linear de Fokker-Planck,

∂

∂t
[C(x, t)]=− ∂

∂x

[
−

(
dU
dx

)
Cm

]
+Γ ∂2

∂x2 [Cn] (3.4)

para a qual, os coeficientes de arrasto e difusão generalizados correspondem,

D1(x,C)=−
(

dU
dx

)
Cm−1 (3.5)

e

D2(x,C)=ΓCn−1 (3.6)

onde U(x) é um potencial generalizado, Γ é um parâmetro dependente da temperatura e

os expoentes m e n (ambos 6= 1) definem comportamentos não lineares para a difusão e

o arrasto. Desse modo, impostas as condições de regularidade para x → ±∞, a solução

estacionária é dada pela expressão,

CS(T)= C0 [1− (n−m) f (T)E]
1

n−m (3.7)

onde C0 corresponde a uma constante de normalização parametrizada pela temperatura,

f (T)= Cm−n
0 /nΓ e E =U(x)−U(x0). Caso a equação 3.7 descreva o regime estacionário de

uma substância difusora, a barreira de potencial E define a energia necessária para con-

duzir a substância do estado de máxima concentração, caracterizada pela concentração

inicial, ao regime de equilíbrio dinâmico. Para garantir a robustez do modelo, a condição

limite m → n deve recuperar a forma clássica da equação de Arrhenius. Isto implica em

três condições: n = 2, o que fornece um coeficiente de difusão diretamente proporcional

à concentração, D0 = ΓC0 é independente da temperatura e f (T) ∝ 1/T. A partir de tais

condições, é possível verificar que a taxa de variação do coeficiente de difusão (conforme
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a equação 3.6) com a temperatura corresponde a expressão,

1
DS

dDS

dT
= E
κT2

(
DS

D0

)m−2
(3.8)

onde D2 → DS e κ é uma constante de proporcionalidade. É possível reescrever a equação

3.8 na forma,

κ
∂

∂
( 1

T
) [lnDS]=−E

(
DS

D0

)m−2
(3.9)

O lado esquerdo da equação 3.9 define uma energia de ativação generalizada

EG que depende da temperatura. É importante notar que no limite m → 2 tem-se que

E
κ
→ Ea

kB
. Por fim, a dependência explícita de EG com a temperatura é dada por,

EG = E
[
1− (2−m)

E
κT

]−1
(3.10)

1.5. Aplicações

Como primeira aplicação do modelo proposto, serão analisados os resultados des-

critos na referência [55], que propõe uma metodologia experimental para caracterizar a

energia de ativação e a difusividade em um líquido superesfriado próximo da temperatura

de transição vítrea Tg. O método consiste em cobrir uma monocamada de um gás inerte

com um filme fino amorfo. O filme é aquecido acima da sua temperatura Tg, e passa a se

comportar como um líquido superesfriado, permitindo a permeação do gás inerte através

do filme.

Medidas de temperatura e taxa de permeação do gás são utilizados para determi-

nar a difusividade do próprio líquido. A aplicação do modelo aos resultados experimentais

é ilustrada nas figuras 3.2(a) e 3.2(b). A linha pontilhada na figura 3.2(a) representa o

ajuste do modelo clássico de Arrhenius (ver equação 3.3) e a linha em vermelho ao ajuste

do coeficiente de difusão generalizado do modelo proposto (χ2 < 10−7). A figura 3.2(b)

exibe a energia de ativação, para a faixa de temperatura entre 100< T < 350K , simulada

a partir da equação 3.10.
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(a)

(b)

Figura 3.2: Em (a), resultados experimentais para a medida de difusividade em líquidos superesfriados
(quadrados abertos). A linha em verde corresponde ao modelo usual de Arrhenius. A linha em vermelho
corresponde ao ajuste do modelo proposto (equação 3.9), para os dados de líquidos superesfriados e per-
meação do Kr. Em (b), simulação da energia de ativação como função da temperatura, usando a equação
3.10.
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A segunda aplicação do modelo consiste na análise dos dados da referência [56],

onde os autores investigaram a dependência da difusividade com a temperatura para

líquidos superesfriados com diferentes concentrações de metanol e etanol. O método ex-

perimental é o mesmo discutido anteriormente (ver referência [55]). Cada curva da figura

3.3 está associada a uma diferente concentração da mistura metanol/etanol, os símbolos

correspondem a medidas de difusividade a partir da permeação do kriptônio e as linhas

contínuas ao ajuste do coeficiente de difusão generalizado. Sendo (χ2 < 10−5), a concor-

dância entre os dados experimentais e o modelo proposto é satisfatória.

Figura 3.3: Ajuste do modelo generalizado para a difusividade obtida da permeação do Kr em camadas
de diferentes composições de metanol/etanol. Os pontos representam dados experimentais e as linhas
contínuas o ajuste do modelo proposto.

1.6. Discussão

O formalismo proposto garante uma interpretação física para o comportamento

super-Arrhenius observado em processos difusivos de líquidos superesfriados próximo à

temperatura de transição vítrea. O coeficiente de difusão, representado pela equação 3.6,

apresenta um ajuste satisfatório aos dados experimentais. Apesar da ênfase em casos

que envolvem o comportamento super-Arrhenius, os casos sub-Arrhenius também podem
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ser interpretados a partir do formalismo proposto, onde o parâmetro de concavidade (ou

convexidade) é o expoente m. Em resumo, podemos constatar que:

• A difusividade e a energia de ativação são leis de potência da temperatura

absoluta.

• O limite m → 2 recupera a lei Arrhenius clássica e a energia de ativação de

Tolman, ou seja, trata-se de um caso particular da metodologia proposta.

• Os casos estudados fornecem pistas para uma descrição fenomenológica dos

desvios da lei de Arrhenius: moléculas muito próximas se movem cooperativa-

mente de forma que, qualquer que seja a energia de ativação, esta é suprimida

por processos de relaxação.

O modelo parece ser uma ferramenta alternativa para a compreensão dos proces-

sos que ocorrem no sentido inverso, ou seja, quando o líquido superresfriado é submetido

a uma redução de temperatura e transita para o estado vítreo – formação de vidros. Por

fim, a equação 3.9 fornece insights sobre os fenômenos do tipo não-Arrhenius, tais como

processos não-exponenciais.

2. Uma visão alternativa para a Cinética Química

2.1. Taxa de reação e equação de reação-difusão

A velocidade de uma reação química, também denominada taxa de reação, é a

medida da variação temporal das concentrações dos elementos químicos envolvidos na

reação – reagentes e produtos. Considere uma reação simples, dada pela equação de

balanceamento,

A 
B (3.11)

onde A e B são os elementos químicos que descrevem, respectivamente, o reagente e o

produto da reação. Simbolizando por C(~r, t) a concentração instantânea de uma subs-

tância e supondo que a concentração inicial de B é nula, o Princípio de Conservação da
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Massa é expresso por,

CA(~r, t)+CB(~r, t)= CA(~r,0) (3.12)

sendo CA(~r,0) a concentração inicial do reagente. A variação total no tempo da equação

3.12 implica na igualdade entre as taxas, ou seja:

dCA

dt
=−dCB

dt
(3.13)

A equação 3.13 está sujeita às seguintes restrições:

• A concentração do reagente diminui à medida que a reação química trans-

corre, ou seja, (dCA/dt)< 0. Consequentemente, (dCB/dt)> 0.

• A variação total no tempo de C(~r, t) é dada por,

d
dt

C(~r, t)= ∂

∂t
C(~r, t)+~∇C.~v (3.14)

sendo~v a velocidade de fluxo. A velocidade de reação corresponde ao primeiro

termo do segundo membro da equação 3.14. Definindo ~J = C~v e considerando

~∇.~v = 0 tem-se,
d
dt

C(~r, t)= ∂

∂t
C(~r, t)+~∇.~J (3.15)

sendo esta uma equação de continuidade.

• A equação 3.15 é inomogênea uma vez que ~J não contabiliza o balanço entre a

criação e a destruição das moléculas da substância durante a reação química.

Trata-se de um processo de reação-difusão, ou seja, as moléculas que compõem a

substância estão sujeitas, simultaneamente, a fenômenos de transporte e a reações quí-

micas. Considere C(~r, t) a concentração de uma substância contida em um determinado

volume V para o instante de tempo t. Após um intervalo de tempo ∆t, a quantidade total

de substância para o mesmo volume, supondo um processo de reação-difusão, é dada por,

∫
V

C(~r, t+∆t)dV =
∫

V
C(~r, t)dV −

∮
S
~J.n̂dS∆t+

∫
V

f (~r, t)dV∆t (3.16)

sendo ~J = ~J(~r, t) a densidade de corrente associada apenas ao fluxo da substância através

da superfície S – que enclausura o volume V – e f (~r, t) é uma espécie de densidade de
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reação por unidade de tempo, ou seja, contabiliza a quantidade resultante de substância

no balanço entre criação e destruição de moléculas devido ao processo de reação química.

A equação 3.16 pode ser reescrita na forma:

∫
V

(
C(~r, t+∆t)−C(~r, t)

∆t

)
dV =−

∮
S
~J.n̂dS+

∫
V

f (~r, t)dV (3.17)

Conforme o Teorema de Gauss3, tem-se que,

∮
S
~J.n̂dS =

∫
V
~∇.~JdV , (3.18)

e para o limite ∆t → 0, chega-se a equação:

∫
V

(
∂C
∂t

+~∇.~J− f (~r, t)
)

dV = 0 (3.19)

Uma vez que V é arbitrário na equação 3.19, cabe a condição trivial,

∂

∂t
C(~r, t)+~∇.~J = f (~r, t), (3.20)

ou seja, a evolução dinâmica da concentração é governada por uma equação de conti-

nuidade inomogênea. Na prática, apesar da generalidade da equação 3.20, as formas

explícitas das grandezas ~J e f (~r, t) não são únicas e dependem, respectivamente, dos

fenômenos de transporte e dos tipos de reações químicas envolvidos no processo.

2.2. EFP não linear para processos de reação-difusão

Combinadas as equações 3.13, 3.15 e 3.20, tem-se que,

fA(~r, t)=− fB(~r, t) (3.21)
3O fluxo de um campo vetorial através de uma superfície fechada S é igual a integral volumétrica do divergente

do mesmo campo, sendo o último um tipo de densidade volumétrica de fontes de campo. Na física, o teorema é mais
conhecido por Lei de Gauss.
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Por hipótese, considere f (~r, t)=~∇.~η(~r, t), onde~η(~r, t) é um campo vetorial que não

possui divergência nula. Deste modo, pelo Teorema de Gauss,

∫
V

f (~r, t)dV =
∮

S
~η.n̂dS (3.22)

ou seja, o balanço entre a criação e a destruição de moléculas da substância para um

volume V é análogo ao fluxo de~η através da superfície S que encerra V . Desse modo,~η

pode ser denominado de densidade de corrente de reação. As taxas de reação estabele-

cidas empiricamente correspondem a leis de potência da concentração e, por esta razão,

considere como segunda hipótese,

~η=−~φ(~r)Cα (3.23)

onde o expoente α está associado à ordem da reação, ~φ(~r) é proporcional ao gradiente

de uma energia potencial generalizada – que será introduzida posteriormente. Por fim,

suponha que ~J obedece a lei de Fick, ou seja,

~J =−Γ~∇C (3.24)

sendo o coeficiente de difusão Γ um parâmetro dependente da temperatura. Substituindo

as equações 3.23 e 3.24 na equação 3.20, obtém-se a expressão,

∂

∂t
[C(~r, t)]=−~∇.

(
~φ(~r)Cα

)+Γ~∇.~∇C (3.25)

que, em notação de coordenadas, é dada por:

∂

∂t
C(~r, t)=−

3∑
i=1

∂

∂xi

[
φiCα

]+Γ 3∑
i, j=1

∂2C
∂xi∂x j

(3.26)

A equação 3.25, correspode a uma EFP não linear que descreve a evolução dinâ-

mica da concentração do reagente em um processo de reação-difusão e cujos coeficientes

de arrasto e difusivo generalizados são, respectivamente,

D1i(~r, t,C)=φi(~r)Cα−1 (3.27)
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e

D2i, j(~r, t,C)=Γ (3.28)

A concentração não dependerá do tempo quando o processo de reação-difusão

atingir o estado de equilíbrio químico, ou seja, C(~r, t) → CS(~r) que corresponde à solução

estacionária da equação 3.25. Por sua vez, a equação 3.20 converge para a forma,

~∇.~JS = fS(~r), (3.29)

onde ~JS(~r) e fS(~r) são, respectivamente, as densidades de corrente e de reação estacioná-

rias. Ao estado de equilíbrio químico impõe-se a restrição,

∫
V

fS(~r)dV = 0 (3.30)

e isto implica que, para o regime estacionário, o campo vetorial~η(~r, t) corresponde a um

campo vetorial~ηS(~r) de divergência nula.

Neste novo contexto, a equação 3.29 pode ser reescrita na forma,

~∇.~ηS −~∇.~JS = 0 (3.31)

Imposta a condição de regularidade CS → 0 para ~r → ±∞ e pelas as equações

3.23 e 3.24, conclui-se que~ηS −~JS =~0. Por fim, chega-se a equação estacionária,

−~φ(~r)Cα
S +Γ~∇CS = 0 (3.32)

cuja solução é uma exponencial generalizada,

CS(E)= C0

[
1−C1(1−α)

(
E
Γ

)] 1
1−α

(3.33)

onde C0 é a constante de normalização, C1 = (1/3)Cα−1
0 é um fator de escala e a energia E

é dada por,

E =−
∫
~φ(~r).d~r (3.34)
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e corresponde a energia necessária para conduzir a substância (reagente) da concentração

inicial à concentração de equilíbrio durante a reação química. Para o caso limite α→ 1, a

equação 3.33 recai na forma,

CS(E)= C0e−
E
3Γ (3.35)

2.3. Aplicações

• Taxa de reação e constante cinética

Retomando a equação de balanceamento 3.11, a concentração do reagente A obe-

dece a equação dinâmica descrita pela 3.25. Esta última pode ser reescrita na forma,

∂

∂t
CA(~r, t)=−(~∇.~φA(~r))Cα

A −α~D1.~∇CA +Γ~∇2CA (3.36)

sendo ~D1 =~φA(~r)Cα−1
A .

É importante notar que os dois últimos termos do segundo membro da equação

3.36 estão associados a fenômenos de transporte, uma vez que, ambos estão associados

ao gradiente da concentração. No entanto, o primeiro termo do segundo membro é direta-

mente proporcional a uma potência da concentração, tendo características de um termo

de fonte, isto é, diretamente associado à reação química. Neste contexto, se o gradiente da

concentração é pequeno tal que~∇C ≈~0, a evolução dinâmica da concentração fora do equi-

líbrio químico pode, em primeira aproximação, apresentar o termo de fonte dominante,

isto é:
∂

∂t
CA(~r, t)≈−(~∇.~φA(~r))Cα

A (3.37)

A equação 3.37 é equivalente à relação empírica que descreve a taxa de reação e,

desta maneira, ~∇.~φA(~r) define a constante cinética da reação química.

• Constante de equilíbrio químico

A partir da equação 3.21, é fácil verificar que:

fB(~r, t)=−~∇.~ηA (3.38)
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Por outro lado, uma vez que a concentração de B (produto) aumenta com o trans-

correr da reação química, tem-se que fB(~r, t) =−~∇.~ηB, ou seja, a equação 3.22 correspon-

dente a B comporta um sinal negativo para a integral de superfície. Desta forma,

~ηB =~ηA ⇒~φACα
A =~φBCβ

B (3.39)

onde β define a ordem da reação para a substância B. A equação 3.39 é válida não ape-

nas durante o processo de reação-difusão mas também para o equilíbrio químico. Desta

forma, para o regime estacionário a equação 3.39 assume a forma,

~φA =~φBK (3.40)

sendo K =
(
Cβ

BS/Cα
AS

)
a constante de equilíbrio químico. Supondo válida a equação 3.37

de modo que, ~∇.~φ= k = cte, chega-se a relação,

K = krd

kri
(3.41)

onde~∇.~φA = krd é a constante cinética da reação direta e~∇.~φB = kri é a constante cinética

da reação inversa.

• Lei de Arrhenius

A lei de Arrhenius – que já foi descrita na subseção 2.1 do presente capítulo –

define a dependência da constante cinética com a temperatura para o equilíbrio químico.

A equação 3.33 pode ser reescrita da forma,

CS(T)= C0 [1−C1(1−α) f (T)E]
1

1−α (3.42)

onde f (T)= C1/Γ. A condição f (T)∝ 1
T garante que, para o limite α→ 1, a forma clássica

da equação de Arrhenius seja recuperada. Sob tal condição, é fácil verificar que a taxa de

variação da concentração com a temperatura corresponde a expressão,

1
CS

dCS

dT
= E
κT2

(
CS

C0

)α−1
(3.43)
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sendo κ uma constante de proporcionalidade. É possível reescrever a equação 3.43 na

forma,

κ
d

d
( 1

T
) [lnCs]=−E

(
CS

C0

)α−1
(3.44)

O lado esquerdo da equação 3.44, a exemplo da equação 3.9, define uma energia

generalizada e dependente da temperatura, ou seja, EG = E(CS/C0)α−1. Com base neste

último resultado é fácil verificar que, da equação 3.41, deriva-se a relação,

κ
d

d
( 1

T
) [lnK]=−(βEBG −αEAG) (3.45)

que equivale a equação de Van’t Hoff [35] e, portanto, o segundo membro está associado

à energia livre de Gibbs da reação. Consequentemente, a partir das equações 3.41 e

3.45, obtém-se uma versão generalizada da lei de Arrhenius, cujo equivalente à energia

de ativação agora dependente da temperatura. Deste modo, sendo n a ordem da reação,

tem-se as expressões,

κ
d

d
( 1

T
) [lnk]=−nEG (3.46)

e,

EG = E
[
1− (2−n)

E
κT

]−1
(3.47)

onde, para o limite n → 1 tem-se que E
κ
→ Ea

kB
.

2.4. Discussão

O modelo de reação-difusão proposto contém em seu formalismo versões genera-

lizadas das relações básicas previstas pela Cinética Química, quando aplicada à descrição

de uma reação simples. Tais relações estão explicitadas nas equações 3.37, 3.41, 3.46 e

3.47.

A equação de Fokker-Planck construída é não-linear apenas no termo de arrasto

o que incorpora ao mesmo um comportamento de "fonte", ou seja, estão atreladas as infor-

mações sobre a reação química propriamente dita – o processo de criação-destruição dos

elementos químicos que compõem a reação. Um aspecto interessante é que a solução para

43



Capítulo Três 3.3. Comportamento não-markoviano para corrosão localizada em dutos

o equilíbrio químico emerge naturalmente do formalismo, suprimindo a necessidade de

diferentes modelos para cada estágio da reação – no contexto da Cinética Química usual,

as reações direta e inversa presentes próximo ao equilíbrio químico não emergem natu-

ralmente da expressão que descreve a taxa de reação para o estágio inicial. As equações

3.46 e 3.47 implicam numa energia de ativação generalizada capaz de descrever o regime

super-Arrhenius e que contém a lei de Arrhenius usual como caso limite.

3. Comportamento não-markoviano para corrosão localizada em dutos

3.1. Introdução

Os processos corrosivos são as principais fontes de falhas em equipamentos e es-

truturas que compõem uma planta industrial e, por esta razão, o estudo de tais processos

constitui um forte ramo de pesquisa para a Engenharia de Confiabilidade [62]. Especi-

ficamente, tem sido de grande interesse a corrosão em dutos uma vez que, em qualquer

planta industrial, estes formam uma rede para o transporte de diferentes tipos de fluido

que atendem aos mais variados fins – transporte de combustíveis, matéria-prima e resí-

duos químicos, sistemas de resfriamento ou aquecimento, entre outros.

Com o passar do tempo, processos corrosivos de diferentes tipos são detectados

tanto na face interna, por influência do fluido transportado, como na face externa, de-

vido à ação do ambiente químico em que o duto está imerso. Desse modo, verifica-se

uma redução significativa da espessura aumentando o risco de colapso por conta de pos-

síveis fissuras. Portanto, conhecer a dinâmica de corrosão permite a adoção de políticas

de segurança e manutenção mais eficazes, minimizando o risco de acidentes e evitando a

interrupção da produção.
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3.2. Corrosão por pites ("Pitting")

Segundo Burstein et al [63], a principal fonte de rupturas em dutos é o "Pitting",

isto é, um tipo de corrosão localizada caracterizada pela formação de poços ou “pites” (do

inglês pit, "poço"ou "cova") que podem apresentar pequena extensão superficial e profun-

didade comparável à espessura da tubulação. As figuras 3.4(a) e 3.4(b) ilustram, respec-

tivamente, a formação de pites de corrosão na face interna de uma tubulação e a ruptura

do material provocada por este processo corrosivo.

(a) (b)

Figura 3.4: Em (a) corrosão por pite na face interna de um duto e em (b) falha causada por este tipo de
corrosão. Fonte: http://www.ryscocorrosion.com/gallery/

Os pites de corrosão variam quanto a forma, a profundidade, a largura e ao cres-

cimento relativo à superfície do material: o poço formado durante o processo corrosivo

pode apresentar uma abertura estreita e profundidade considerável ou ser raso e largo;

pode crescer em paralelo à espessura do material ou crescer em paralelo à superfície;

pites secundários podem ocorrer em um poço. Uma classificação mais completa para os

diferentes tipos de pitting foi estabelecida pela American Society for Testing and Materi-

als (ASTM) [64], sendo ilustrada na figura 3.5.

A corrosão por pites é caracterizada por dois processos principais: o primeiro

está associado a formação inicial do pite, sendo este um processo metaestável, e o segundo

está associado ao crescimento estável da profundidade do pite no decorrer do tempo [65].

O pitting consiste em um fenômeno eletroquímico, geralmente associado à ruptura local

da camada passiva4, decorrente da presença de ânions ativos, sendo os cloretos os mais
4Trata-se de um revestimento natural, comum em superfícies de metais e ligas metálicas (tais como os aços inoxi-

dáveis), que fornece alguma proteção contra processos corrosivos. Na indústria, técnicas de passivação são aplicadas
sobre as ligas metálicas para o reforço desta camada.
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Estreito, profundo Raso, largo 

Elíptico, irregular 

Subsuperficiais 

Horizontal Vertical 

Figura 3.5: Representação dos principais tipos de pites segundo a classificação proposta pela ASTM (ima-
gem adaptada do relatório original).

agressivos [66,67]. O processo corrossivo gera uma crescente concentração de cátions me-

tálicos no poço o que, por sua vez, induz um processo de difusão de ânions para o interior

do pite. A presença de água fornece o ambiente químico necessário para a formação de

ácidos e hidróxidos, resultando numa condição auto-catalítica para o processo de corrosão.

3.3. Dinâmica estocástica do Pitting

A descrição da corrosão por pites como um processo de reação-difusão foi pro-

posta por Galvele [67, 68]. O autor supôs as concentrações dos íons metálicos e produtos

da reação como funções da profundidade do pite e caracterizou o fluxo por meio de densi-

dades de corrente estacionárias.

Trabalhos mais recentes, baseiam-se na proposição de modelos estocásticos mar-

kovianos fundamentados na estatística de valores extremos [65, 69–71], uma vez que o

objetivo central é modelar o crescimento dos poços mais profundos pois são os que ofere-

cem maior risco de ruptura em tubulações. Neste contexto, os modelos adotados sugerem

que os valores de profundidade obedecem a distribuições do tipo Gumbel [71,72].
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Tendo por base dados experimentais de profundidade de pites em dutos, Cama-

cho [73] propôs um modelo markoviano para a degradação em tubulações corroídas. O

modelo baseia-se em uma equação de Fokker-Planck do tipo,

∂P
∂t

= Ax
∂P
∂x

+B
∂2P
∂x2 (3.48)

onde A é uma constante, o coeficiente de arrasto corresponde ao termo linear −Ax e a

constante positiva B é o coeficiente de difusão. Não só a solução estacionária mas, tam-

bém, a solução transiente da equação 3.48 recai em uma distribuição gaussiana.

A modelagem proposta pela autora destaca-se por considerar um espaço de es-

tados contínuo em contraposição a outros autores [65, 70] mas, uma análise preliminar

das distribuições de profundidade de pite, relatadas na referência [73], indica que a dis-

tribuição gaussiana não é a que melhor caracteriza os dados, principalmente os valores

mais afastados da média, para os quais o ajuste falha consideravelmente – os poços mais

profundos não são os mais frequentes mas são os que oferecem maior risco de ruptura.

Por outro lado, para três das quatro distribuições de profundidade disponíveis no banco

de dados, observa-se um comportamento do tipo cauda longa.

Com base no exposto, propõe-se um modelo alternativo baseado na equação de

reação-difusão 3.25, o que permite caracterizar a dinâmica estocástica do pitting como

um processo não-linear de Markov, cujas distribuições de profundidade de pites maximi-

zam a q-entropia da Mecânica Estatística Não-Extensiva.

3.4. Base de dados

A base de dados foi obtida para um duto de aço inoxidável, com 6,0 milímetros

de espessura e submetido a fluxos de água em regime laminar. Estes dados, os mesmos

listados na referência [73], correspondem a quatro séries de medições de profundidade

para 246 pontos de corrosão distribuídos ao longo de uma seção de 150 metros. Cada

série foi obtida por meio de uma inspeção com o instrumento PIG (Pipeline Inspection

Gauge) aplicando-se a técnica de MFL (Magnetic Flux Leakage). A seção inspecionada

corresponde a uma linha de serviço de água típica em usinas nucleares PWR (do inglês,
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"Power Water Reactor") e as inspeções ocorreram em intervalos regulares de três anos.

A distribuição das profundidades ao longo do comprimento da seção, para cada uma das

quatro séries, é ilustrada pela figura 3.6. Conforme a referência [73], os dados corres-

Figura 3.6: Distribuição das profundidades dos pontos de corrosão ao longo de uma seção de 150 metros
de uma linha de serviço de água. Cada patamar observado no gráfico corresponde a uma inspeção por PIG
MFL. As quatro inspeções foram realizadas ao longo de doze anos.

pondem a um dos exemplos descritos no relatório produzido pela Electric Power Research

Institute, o EPRI Final Report 2005 [74], cujo conteúdo apresenta uma série de métodos e

aplicações para o gerenciamento do ciclo de vida de linhas de serviço de água em sistemas

de usinas nucleares norte-americanas.

3.5. A distribuição Q-gaussiana

A família de distribuições de probabilidade que maximiza a entropia de Tsallis

corresponde a exponenciais generalizadas ou q-exponenciais, conforme a discusão na se-

ção 2.2 (subseção 2.2.2). Tomando o caso unidimensional, a generalização da distribuição

gaussiana, no contexto da estatística de Tsallis, é a q-gaussiana,

P(x)= A[1−B(1− q)(x− x0)2]
1

1−q (3.49)
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onde A é a constante de normalização, B é um fator de escala associado a largura da

distribuição, q é o índice entrópico da Estatística de Tsallis e x0 é o primeiro momento da

distribuição, caso 1≤ q ≤ 3. Para o limite q → 1 a distribuição gaussiana é recuperada.

3.6. Análise dos dados

A figura 3.7 ilustra a distribuição de profundidades para a primeira inspeção,

realizada após três anos de serviço. Os pontos representam os dados experimentais e o

gráfico está em escala logarítmica. O ajuste linear (curva em cinza) sugere que a distri-

buição de profundidades corresponde a uma lei de potência. Este resultado implica que,

sempre relativo à profundidade média da distribuição, poços rasos são bastante comuns

neste estágio mas poços profundos são eventos raros.

Figura 3.7: Distribuição de profundidade para os pites de corrosão no duto após três anos de serviço. Os
pontos representam os dados experimentais e curva contínua é um ajuste linear. O ajuste sugere que a
distribuição é caracterizada por uma lei de potência.

As demais inspeções – realizadas aos seis, nove e doze anos de serviço – apresen-

tam um comportamento diferente para distribuições de profundidade, conforme ilustram

as figuras 3.8(a), 3.8(b) e 3.8(c). o ajuste da distribuição gaussiana (curvas em cinza) não

mapeia as frequências mais baixas em nenhuma das séries experimentais. Por sua vez,

a distribuição q-gaussiana (curvas em preto) apresenta um ajuste satisfatório aos dados

experimentais.
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(a)

(b)

(c)

Figura 3.8: Distribuição das profundidades dos pites após (a) seis, (b) nove e (c) doze anos de serviço. Os
pontos representam os dados experimentais, a linha cinza o ajuste da distribuição gaussiana e a curva
em preto o ajuste da distribuição q-gaussiana. Para última, 1,63 < q < 2,15 e o coeficiente de Pearson
R = 0,99. Os parâmetros ANOVA para as distribuições q-gaussianas são (a) F = 5348,12 e Prob>F = 0, (b)
F = 4780,17 e Prob>F = 59710,12, (c) F = 2584,03 e Prob>F = 51310,11.
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Os resultados evidenciam que as distribuições de profundidade apresentam um

comportamento do tipo "cauda longa", ou seja, apesar da frequência reduzida, o número

de dados que estão fora da região central da distribuição é considerável e os mesmos

correspondem aos pites mais profundos. Deste modo, um modelo estocástico baseado na

equação 3.48 não se aplica ao problema em questão. Por outro lado, a distribuição de

profundidades não muda significativamente de forma entre seis e doze anos de serviço, o

que sugere um comportamento quase estacionário.

3.7. Modelo estocástico

O processo de reação-difusão que caracteriza a corrente iônica no interior do poço

modula a taxa de crescimento da profundidade do pite. Deste modo, é válido modelar a

evolução dinâmica da distribuição de profundidades através de uma equação análoga a

3.25. Simplificando o problema para o caso unidimensional – o pite considerado é estreito

e profundo – tem-se a expresssão,

∂

∂t
[C(x, t)]=− ∂

∂x
[φ(x)Cq]+Γ ∂2

∂x2 [C] (3.50)

onde q é o índice entrópico e Γ é o coeficiente de difusivo – uma constante positiva.

A solução estacionária para a equação 3.50 é dada por,

CS(E)= C0

[
1−C1(1− q)

(
−1
Γ

∫
φ(x)dx

)] 1
1−q

(3.51)

onde C0 é a constante de normalização, C1 = Cq−1
0 é um fator de escala. A q-gaussiana

figura como solução estacionária se φ(x)=−γ(x− x0), o que caracteriza um processo esto-

cástico do tipo Ornstein-Uhlenbeck [3].
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3.8. Discussão

Os dados experimentais analisados sugerem que a evolução temporal da distri-

buição de profundidade de pite não pode ser completamente caracterizado por um pro-

cesso de Markov usual (cadeias lineares). Um melhor ajuste aos dados experimentais é

obtido se o pitting for modelado como um processo estocástico cuja evolução dinâmica da

distribuição de profundidade de pite obedece a EFP não linear descrita pela equação 3.50.

Tal equação está associada a um caso particular da equação de reação-difusão 3.25 e tem

como solução estacionária a q-gaussiana, o que permite a interpretação termodinâmica

deste tipo de corrosão através da Mecânica Estatística Não-Extensiva.

4. Não-extensividade em sistemas astrofísicos

4.1. Fontes cósmicas de raios X

A dinâmica da evolução do Universo é marcada por eventos extremos caracteri-

zados pela absorção e emissão de quantidades absurdas de energia e matéria, temperatu-

ras da ordem de milhões de graus kelvin e campos gravitacionais e magnéticos intensos.

Neste contexto, processos difusivos de partículas atômicas a velocidades relativísticas

estão diretamente associados a emissão de fótons de altas energias, tais como raios X

ou gama [75, 76]. O pico do espectro de emissão encontra-se na faixa de raios X para

fontes cósmicas onde predominam processos de acreção de massa, isto é, o sistema astro-

físico é composto por um corpo central massivo capaz de gerar um campo gravitacional

intenso, atraindo matéria estelar que passa a orbitar o corpo central em alta rotação e

formando uma estrutura achatada denominada disco de acreção [77]. Uma concepção

artística deste tipo de sistema é ilustrada na figura 3.9.

A matéria no disco de acreção é gradativamente sugada pelo corpo central atra-

tor que, devido ao acréscimo de massa, tem aumentada a intensidade do seu campo gravi-

tacional. Consequentemente, ocorre um aumento da velocidade orbital do disco. Seja pela

ação de forças de fricção ou por efeito da energia gravitacional, a temperatura do disco
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Figura 3.9: Concepção artística de sistema binário onde ocorre a formação de um disco de acreção. Fonte:
http://en.wikipedia.org/wiki/Astrosat

tende a valores extremamente elevados, principalmente nas regiões próximas aos pólos

magnéticos do corpo central massivo. Tal quadro propicia as condições necessárias para

a emissão de fótons de raios X, seja devido a elevada temperatura do disco ou quando

partículas atômicas entram em contato com a superfície do corpo central massivo.

Basicamente, as fontes cósmicas de raios X constituem sistemas binários de es-

trelas ou galáxias de núcleo ativo (sigla em inglês, AGN) cuja distinção está associada à

natureza do corpo central. Dentre as várias connhecidas, destacam-se [77]:

• Binários de Raios X: objetos astrofísicos compostos por uma estrela de nêu-

trons ou um buraco negro que tem a sua massa acrescida pelo material de

uma estrela companheira normal – a figura 3.9 é uma representação deste

tipo de sistema.

• Variáveis Cataclísmicas: são sistemas binários compostos por uma estrela anã

branca – denominada primária – e uma estrela anã vermelha – denominada

secundária. As estrelas anãs constituem o último estágio de evolução de estre-

las não muito massivas5. A distância orbital entre as componentes do sistema

binário é pequena, aproximadamente do diâmetro da estrela maior, e tal pro-

ximidade produz uma elevada velocidade orbital e efeitos de maré intensos
5O sol, em seu estágio final, se transformará em uma anã branca.
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que contribuem para a deformação das componentes do sistema.

• Pulsares: são estrelas de nêutrons cujos os campos gravitacionais intensos e

a elevada rotação em torno do próprio eixo produzem explosões periódicas e

regulares de radiação eletromagnética. A energia da radiação é concentrada

em um fluxo de partículas eletromagnéticas que são ejetadas a partir dos pólos

magnéticos da estrela a velocidade próxima da luz.

• Supernovas: explosões cósmicas colossais decorrentes do colapso de estrelas

extremamente massivas.

• Galáxias: são aglomerados compostos por milhões ou mesmo bilhões de es-

trelas que são classificadas, quanto a morfologia, como elípticas, espirais ou

irregulares. A emissão de raios X por galáxias se deve não apenas às diver-

sas fontes que o compõe, como as anteriormente citadas, mas também está

associada às atividades do seu núcleo.

• Blasares: constituem uma classe de objetos exóticos, provalvelmente galáxias,

que apresentam um núcleo muito brilhante e compacto. Têm como principais

características a extraordinária variabilidade em curtos períodos de tempo,

luz polarizada, e um espectro não-térmico sem linhas de emissão ou absorção.

• Quasares: No modelo mais aceito, são galáxias com um núcleo ativo composto

por um buraco negro central que acreta gás e estrelas da sua vizinhança, emi-

tindo intensa radiação enquanto a matéria se acelera. Com o disco de acresção

espiralando para o núcleo, parte da matéria é ejetada por conservação de mo-

mento angular. Quando o buraco negro consumir toda matéria circundante,

ele cessará de emitir.

4.2. Satélite Rossi X-ray Timing Explorer (RXTE)

É evidente que a detecção de fótons de alta energia consiste em uma valiosa fonte

de informação sobre a dinâmica do Universo. Entretanto, uma vez que a atmosfera ter-

restre absorve radiação de alta energia, somente a partir da década de 60, com o advento

da era espacial, o uso de instrumentos a bordo de satélites possibilitou o aprimoramento

das técnicas de detecção.
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Um importante avanço no estudo da emissão de raios X por fontes cósmicas ocor-

reu em 1995, quando a National Aeronautics and Space Administration (NASA) lançou

ao espaço o satélite Rossi X-ray Timing Explorer (RXTE) cuja finalidade é a detecção e o

monitoramento de longo prazo de fontes emissoras de raios X. Desde então, os dados cole-

tados pelo RXTE (ilustrado na figura 3.10(a)) tem sido uma importante fonte de pesquisa

e impulsionado os campos da Cosmologia e Astrofísica. A bordo do RXTE encontram-

se quatro instrumentos, dentre os quais destaca-se o All Sky Monitor (ASM). A meta

principal do ASM é alertar sobre o aparecimento de emissores transientes de raios X e

monitoramento constante de fontes luminosas de raios X. O ASM consiste de três câ-

meras montadas de forma a permitir um passeio de rotação motorizado para monitorar

diferentes regiões do espaço. Cada câmera é capaz de varrer o céu e mapeá-lo. O ASM

acumula histogramas das contagens de raio X guardados como uma função de posição.

(a) (b)

Figura 3.10: Em (a), foto do RXTE, durante o processo de montagem. Em (b), imagem em cores falsas do
jato de raios X emanado do centro da galáxia Centaurus A.Fonte: http://heasarc.gsfc.nasa.gov/docs/xte

4.3. Propriedades estocásticas em curvas de luz de raios X

A análise das curvas de luz de raio X correspondentes a variáveis cataclísmi-

cas, sistemas binários de raios X, pulsares e quasares, indica um comportamento similar
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quanto as leis de potência presentes nas correlações de longo-alcance [78,79], apesar das

características físicas que distinguem os sistemas entre si. Os resultados obtidos sugerem

também que as fontes astrofísicas de raios X apresentam auto-afinidade, sendo este um

comportamento universal [79]. Essas correlações de longo alcance foram aplicadas em si-

mulações de sistemas auto-gravitantes [80], na análise da distribuição de galáxias [81] e

na caracterização de auto-similaridade em regiões ativas solares ("manchas solares”) [82].

Para os sistemas binários de raios X [12, 78, 83] a auto-afinidade em suas curvas de luz

foi observada e a invariância por escala é definida pela taxa de adição de massa ao disco

de acreção.

Tais características indicam um comportamento não-extensivo associado às fon-

tes cósmicas de raio X, o que permite o análise de sistemas auto-gravitantes em termos do

formalismo de Tsallis, através do estudo das propriedades estatísticas das distribuições

de intensidade de raio X provenientes das mais variadas fontes astrofísicas.

4.4. Análise dos dados

Foram analisados dados de 142 fontes cósmicas dentre galáxias, supernovas re-

manescentes, pulsares, variáveis cataclísmicas e blasares, todos coletados pelo instru-

mento ASM, a bordo do satélite RXTE. É importante frisar que a base de dados é de do-

mínio público. Basicamente, foram produzidos histogramas das intensidades e ajustadas

aos dados as distribuições gaussiana e q-gaussiana, sendo a última dada pela equação,

PS(I)= C0
[
1−C1(1− q)(I − I0)2] 1

1−q (3.52)

onde C0, C1, I0 e q são parâmetros de ajuste. O sub-índice S indica que a distribuição

é estacionária. A forma da distribuição de intensidades para todas as fontes estudadas

corresponde a distribuição q-gaussiana e em todos os casos o índice entrópico é maior que

a unidade. Este resultado implica em distribuições que maximizam a entropia de Tsallis

permitindo uma interpretação física com base na Mecânica Estatística Não-Extensiva.

Como exemplo, vê-se na figura 3.11 a distribuição de intensidades de raio X emitidos pela

supernova remanescente Puppis A. A distribuição gaussiana (curva em cinza) falha em
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Figura 3.11: Ajuste da q-gaussiana para a supernova remanescente Puppis A. Os círculos representam
o histograma da intensidade de raio-X, a curva em preto é a q-gaussiana ajustada e a curva em cinza
corresponde ao ajuste da distribuição de Gauss. O índice entrópico obtido é q = 1,34.

ajustar valores menos frequentes, um forte indício de que a distribuição é do tipo cauda

longa. Por sua vez, a distribuição q-gaussiana, dada pela equação 3.52, provê um ajuste

satisfatório aos dados – o coeficiente de Pearson é R = 0.999 e a análise de variância

(ANOVA) fornece os valores F > 20000 e Prob>F = 0. A figura 3.12 apresenta os valores

médios e respectivas flutuações para os índices entrópicos q associados a cada tipo de

fonte cósmica estudada. Vê-se que a condição q > 1 se aplica a todos os casos estuda-

dos e é um forte indício de uma dinâmica não-extensiva para tais sistemas astrofísicos.

Outro aspecto marcante é a evidência de um comportamento universal para o índice en-

trópico. Os valores médios obtidos foram qM = 1,42±0,06 (supernovas remanescentes),

qM = 1,42±0,05 (galáxias), qM = 1,42±0,05 (variáveis cataclísmicas), qM = 1,42±0,05

(blasares) e qM = 1,41±0,05 (pulsares).

4.5. Análise da q-entropia

A q-entropia para os diferentes sistemas astrofísicos é calculada a partir da equa-

ção,

Sq

k
=

1−
W∑

i=1
pq

i

q−1
(3.53)
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Figura 3.12: Valores médios e respectivas flutuações dos índices entrópicos para os diferentes sistemas
astrofísicos estudados.

onde as probabilidades pi foram determinadas a partir dos histogramas. Um comporta-

mento interessante emerge da relação Sq×q, conforme ilustra a figura 3.13. O gráfico de

dispersão evidencia uma tendência linear e o ajuste linear (curva em vermelho) forneceu

os coeficientes a = −1,42±0,03 (angular) e b = 3,30±0,05 (termo independente). o coe-

ficiente de Pearson é R = 0,94. Tal tendência é dedutível da equação 3.53. O somatório

Figura 3.13: Gráfico da q-entropia em função do índice entrópico para todas as fontes astrofísicas estu-
dadas. Os símbolos correspondem aos valores de Sq

k calculados a partir do nosso banco de dados. A linha
contínua corresponde ao ajuste linear dos dados.

pode ser reescrito através da relação pq
i = pi e[(q−1)ln(pi)] e, em seguida, uma expansão em
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série de potências da função exponencial fornece a equação:

Sq

k
=−

W∑
i=1

pi ln(pi)− q−1
2

W∑
i=1

pi(ln(pi))2 + ... (3.54)

onde a condição
∑

pi = 1 foi aplicada. Claramente, no limite q → 1 a equação 3.54 conduz

a estatística de Boltzmann-Gibbs. A aproximação da série acima para o termo linear em

(q−1) fornece uma relação do tipo Sq/k = −Aq+B onde os coeficientes são dados pelas

expressões:

A = 1
2

W∑
i=1

pi(ln(pi))2 (3.55)

B = 1
2

W∑
i=1

pi(ln(pi))2 −
W∑

i=1
pi ln(pi) (3.56)

4.6. Discussão

As distribuições de intensidade de raio X obedecem a q-gaussianas, ou seja, são

distribuições de cauda longa cujos os valores obtidos para q evidenciam a não-extensividade

das fontes astrofísicas de raios X. A universalidade para o comportamento não-extensivo

– apresentando q = 1.418±0.007 como o seu valor esperado para as 142 fontes – é um re-

sultado relevante tendo em vista a diversidade de fontes cósmicas e, consequentemente,

dos processos de produção de raios X. Por outro lado, apesar da relação das distribuições

q-gaussianas com os campos auto-gravitantes das fontes astrofísicas, a não-extensividade

discutida aqui têm origens diferentes da não-gaussianidade observada na inflação cós-

mica6 [84]. Por fim, a relação linear entre a entropia Tsallis e o índice entrópico sugere

que, quanto mais entrópico o sistema astrofísico, menos extensivo o sistema será.

6Expansão extraordinariamente rápida do universo ocorrida uma fração de segundo após o Big Bang. É a origem
primordial das flutuações cosmológicas.
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Conclusão

1. Resultados

Nesta tese demonstrou-se a aplicabilidade de equações não-lineares de Fokker-

Planck, associadas a formas entrópicas não-aditivas, para a construção de modelos apli-

cáveis a sistemas complexos regidos por uma dinâmica estocástica. A generalidade das

q-exponenciais permite a caracterização das distribuições do tipo cauda longa que comu-

mente estão associadas à variável estocástica, mesmo quando um estado de equilíbrio

dinâmico, correspondente ao regime estacionário da equação de continuidade, é atingido.

A modelagem proposta se estende a casos cuja a dinâmica estocástica é de natureza não-

markoviana.

Além disso, o estudo permite uma interpretação física para o termo de arrasto

não-linear na equação de Fokker-Planck, estando este associado um efeito de fonte. Neste

contexto, demonstrou-se que processos de reação-difusão podem ser associados a uma

EFP não-linear (ver equação 3.25) apenas para o termo de arrasto, sendo este capaz de

contabilizar os efeitos da reação química para a evolução temporal da concentração. É

importante salientar que, enquanto a conexão entre a difusão anômala e uma equação

de Fokker-Planck não-linear no termo difusivo é bastante difundida, a proposição de mo-

delos com o termo de arrasto não-linear é pouco explorada na literatura, sendo inédita a

interpretação física abordada neste trabalho.

Por fim, dentre as aplicações tratadas na tese, os modelos adotados permitiram

as seguintes conclusões:

• A energia de ativação é uma função da temperatura para processos difusivos

em líquidos superesfriados, exceto para o caso limite m → 2. O coeficiente

de difusão é diretamente proporcional à concentração da substância e emerge

do formalismo uma expressão generalizada da lei de Arrhenius para difusivi-

dade, sendo a sua forma clássica recuperada para o caso limite supracitado.
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• As equações básicas da Cinética Química podem ser derivadas a partir de um

modelo de reação-difusão, correspondente a uma equação de Fokker-Planck

não-linear, cuja não-linearidade é identificada apenas para o termo de ar-

rasto. A expressão usual para a taxa de reação fora do equilíbrio é obtida

para a condição ~∇C ≈~0 neste estágio da reação. A constante de equilíbrio

químico emerge naturalmente do formalismo, sem a necessidade de modelos

adicionais ou considerações empíricas. A lei de Arrenius clássica consiste ape-

nas num caso particular, emergindo uma energia de ativação generalizada e

dependente da temperatura, análoga a obtida para fluidos superesfriados.

• A adoção de um modelo não-aditivo para a descrição do processo de corrosão

por pites, fornece uma distribuição de probabilidade que apresenta um melhor

ajuste aos dados experimentais, se comparado a um modelo estocástico mar-

koviano, tal como o proposto na referência [73]. O modelo porposto, descrito

pela equação 3.50, favorece estatisticamente os valores que estão na cauda da

distribuição – os mais profundos e, portanto, os que oferecem maior risco a

integridade do duto. O modelo sugere um comportamento não-markoviano e

não-extensivo para a corrosão por pitting.

• Fontes cósmicas de raio X são não-extensivas, as distribuições de intensi-

dade obedecem a distribuição q-gaussiana e o índice entrópico q da estatís-

tica de Tsallis, calculado para as fontes estudadas, apresenta um comporta-

mento universal1. A q-entropia decresce linearmente com o aumento de q,

sugerindo que, quanto mais entrópico o sistema astrofísico, menor a sua não-

extensividade.

2. Limitações

A equação de Fokker-Planck, mesmo para um processo não-linear de Markov, cor-

responde apenas aos dois primeiros termos da expansão de Kramers-Moyal (ver capítulo

2, seção 2.1), expressa pelas equações 2.32 e 2.37. Também é possível tratar a equação
1O valor universal encontrado para q encontra-se no intervalo de valores para os quais a variância é dada pelo

segundo momento da distribuição.
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de Fokker-Planck como um caso particular de uma equação de continuidade mais geral,

denominada equação mestra [3].

Os casos experimentais explorados, ou estão associados a estados de equilíbrio

ou, com boa aproximação, podem ser tratados como processos de quase equilíbrio, o que

permitiu restringir a análise ao regime estacionário da equação de Fokker-Planck não-

linear, cuja solução é facilmente obtida por métodos analíticos. Os modelos estocásticos

propostos correspondem a processos do tipo Ornestein-Unlenbeck (ver capítulo 2, seção

2.3), ou seja, o potencial generalizado é quadrático (ver equações 2.73 e 2.75).

3. Perspectivas Futuras

As séries temporais de fontes cósmicas de raios X descrevem um processo esto-

cástico decorrente do fluxo de fótons, uma vez que, a intensidade da radiação é direta-

mente proporcional ao número de fótons absorvidos por unidade de área e unidade de

tempo. Esta dinâmica estocástica origina-se de processos quânticos de emissão de fótons

de alta energia e, com base nos resultados experimentais, tal dinâmica pode ser descrita

por equações de continuidade pertencentes à classe descrita pela equação 2.75. Mesmo

que o índice entrópico apresente um comportamento universal, a interpretação física dos

coeficientes generalizados pode fornecer uma compreensão mais clara sobre a relação en-

tre os campos auto-gravitantes e a emissão de fótons por tais fontes astrofísicas.

A evolução dinâmica de um processo estocástico pode ser simulada a partir das

soluções transientes correspondentes à classe de equações 2.75, algo que não foi explo-

rado neste trabalho de tese. Os modelos não-aditivos dependem dos valores assumidos

pelos expoentes e do potencial generalizado que caracterizam os coeficientes de arrasto e

difusivo (ver equações 2.73 e 2.74). Ao mesmo tempo que a escolha de tais parâmetros de-

pendem do sistema a ser modelado, os mesmos definem as propriedades das distribuições

de probabilidade obtidas, revelando o o grande potencial da modelagem física proposta.
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